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1. fejezet

Bevezetés

1.1. Sotét csillag

Kicsit leegyszertsitve a feketelyukakra ugy gondolhatunk, mint a tér azon lokalizalt ré-
szeire, ahol a gravitacio olyan erds, hogy azokbdl mar semmiféle hatés, még az elektro-
méagneses kolcsonhatas sem képes informaciot az azokat koriilvevés kiilsG tartoményokba
eljuttatni. Ennél az egyszert, ugyanakkor kissé meghokkenté meghatarozasnal talan csak
az meglepdbb, hogy a feketelyuk fogalma milyen koran megjelent a fizikiban. 1783-ban
Henri Cavendish egy John Michell nevii angol szerzetes dolgozatat ismertette a Royal
Society el6tt, amelyben egy olyan égitest, az igynevezett ,, sotét csillag” 1étezésének lehe-
tGségét veti fel, amelynek gravitacios vonzasa elegendGen nagy ahhoz, hogy a feliiletérsl
még a fény se szokhessen meg. 1796-ban Peter Simon Laplace, Michell-t6l fliggetleniil,
hasonl6 érveléssel allt el6. Mindketten a newtoni gravitacidelméletben — Newton fény-
korpuszkula elméletére épitve — jutottak el a ,s6tét csillag” fogalmahoz.

Miel6tt tovabblépnénk, érdemes egy pillantast vetni Michell és Laplace érvelésének
egyszerti mennyiségi kovetkezményeire. A newtoni gravitacidelméletben szokési sebes-
ségen az elsd, nem zart (parabola) palya kialakulasédhoz sziikséges v, sebességet értjiik.

Ennek értékét a
1 5, Gum

S =5 (1.1.1)
relacioval adhatjuk meg, ahol az adott csillag tomegét, sugarat, illetve a gravitacios allan-
dot m, R, illetve G jeloli. A v, szokési sebesség értéke példaul ~ 11km/s a Fold esetében,
és ~ 6000km/s egy fehértorpére vonatkoztatva . A fenti meggondolasok szerint valamely

csillag akkor valik ,, s6tétté”, ha a ra vonatkozo szokési sebesség legalabb akkora, mint a
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vakuumbeli fénysebesség, azaz v, > c¢. Ez — (1.1.1) alapjan — akkor kovetkezhet be, ha

1, Gm

—cf < —. 1.1.2
2° =R (11.2)

Kicsit atrendezve az (1.1.2) egyenlStlenséget azt mondhatjuk, hogy egy csillag akkor sotét

— a fent bevezetett newtoni értelemben — ha annak m tomege az

2Gm
Rg = —

(1.1.3)

C

sugarnal kisebb R sugari térrészbe tomoriil. Figyelemre mélto az, hogy Rg értéke éppen
egybeesik az Einstein-féle gravitacidelmélet — lentebb roviden ismertetett — Schwarzschild-
megoldasanak jol ismert karakterisztikus méretével, a Schwarzschild-sugarral.

Mivel a newtoni elméletben a fénysebesség nem kitlintetett, a sétét csillag elvi 1étezése
egyaltalan nem jelentette azt, hogy az adott objektumrél semmiféle informécié nem juthat
el egy tavoli megfigyel6hoz. Ahhoz, hogy egy sotét csillagrol informécié juthasson el
hozzénk, elegend§ a fénysebességnél nagyobb sebességgel terjedd hatast talalni, amelynek

létezését a newtoni elmélet nem zarja ki.

A fény hullamtermészetére épits elmélet gyors sikereinek kovetkeztében John Michell
és Laplace felvetései, valamint a kapcsolodd spekulaciok nagyon gyorsan a feledés homa-
lyaba meriltek. A fény hullamtermészetére vonatkozo vizsgélatokat ugyanis lényegesen
leegyszertisitette az a feltételezés, hogy a leggyengébb kolcsonhatasként szamontartott
gravitacié fényre kifejtett hatédsa a Foldon megszokott koriilmények kozott nyugodtan el-
hanyagolhato. Igy egyaltalan nem meglepd, hogy a sotét csillag fogalma csak joval az
Einstein-féle gravitacidelmélet megsziiletése utan keriilt ismét a tudoményos érdeklédés
homlokterébe.

1.2. A Schwarzschild-téridd

Az Einstein-egyenletek mindmaéig legfontosabb egzakt megoldasat Karl Schwarzschild, né-
hany honappal az alapegyenletek kozzététele utan, 1916-ban adta meg [109]. A Schwarzs-
child-térids segitségével mod nyilik olyan alapvets fogalmak, mint a csapddzott feliletek,
vagy az eseményhorizont egyszert és szemléletes bevezetésére. Mivel ezek a fogalmak a
késébbiekben alkalmazott absztrakt matematikai leirdsban kozponti szerepet jatszanak,
fontosnak gondolom ezeknek az egyik legegyszertibb téridémodellen keresztiil torténd be-

mutatasat.

A Schwarzschild-téridé a vakuumra vonatkozo Einstein-egyenletek gombszimmetrikus
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statikus megoldasa, melynek ivelemét a

—1
ds* = — (1 — 27’”) dt* + (1 - 277") dr? +1r* (d0® + sin®9 dp?) (1.2.4)
formaban frhatjuk fel. A téridé alapsokasaga M = R? x S?, a t és r koordinaték a
—o0 <t <oo,0<7r < oo, migadés ¢ koordinatdk a szokasos gémbi tartomanyokat
futjak be. Mivel a metrika nem fiigg a ¢ koordinatatol, t* = (9/0t)* Killing-vektormezs
M felett, azaz t eleget tesz a V (4t = 0 egyenletnek. Az is belathato, hogy t* idészerti a
2m < r < oo egyenlGtlenség altal kijelolt M; téridStartomany felett, azaz a Schwarzschild-
térid6 stacionarius M; tartomanyban. Mivel az is igaz, hogy t* hiperfeliilet-merdleges,
azaz a t, Vit kifejezés azonosan nulla M felett, a térid6 sztatikus My felett.

A metrika (1.2.4) alakjabol az is azonnal latszik, hogy tetszéleges m értékre az r — oo
hataresetben éppen a sik Minkowski-téridé geometriajahoz tart, igy a Schwarzschild-téridé
aszimptotikusan sik. Annak sebessége, ahogyan a Schwarzschild-téridé metrikaja a stk
Minkowski-téridé geometriajahoz tart, egyediil az m paraméter értékétsl fiigg, amirdl
megmutathato, hogy egy képzeletbeli, a gombszimmetria centruméaba helyezhets forras
tomegével azonosithato [53, 115]. Ezen tulmenden, Birkhoff 1923-ban bizonyitott eredmé-
nye szerint a Schwarzschild-térid§ unikélis abban az értelemben, hogy a vakuum Einstein-
egyenletek barmely gémbszimmetrikus, legalabb kétszer folytonosan derivalhato, azaz C?
osztalyt megoldasa izometrikus a Schwarzschild-téridé valamely résztartoméanyéaval [9].

A (t, 7,9, @) lokalis koordinatakra vonatkozo (1.2.4) ivelem alakjabol kovetkezik, hogy
a Schwarzschild-metrika szingularis az » = 0, valamint az r = Rg = 2m helyen.! Az
utobbi szingularitasrol kideriilt, hogy az koordindta-szingularitds, azaz megfelels 0j koor-
dinatak bevezetésével kikiiszobolhets |70, 111]. Ez az adott speciélis esetben ugy torté-
nik, hogy az M; téridGtartomany felett a (t,r) koordinatak helyett bevezetjik a (7', X)

Kruskal-Szekeres-tipusi koordinatékat az

o = 2 _ 2
(2m 1)62 X2-T (1.2.5)
/ T
tanh [ — | = = 1.2.
an (4m) X (1.2.6)

implicit relaciok segitségével! Az ilymoédon bevezetett (T, X, 9, ) lokalis koordinatakat
felhasznalva a Schwarzschild-térids ivelemét a
32 m3e m

ds* = — (=dT? + dX?) + 1 (d9? + sin*V dyp?) (1.2.7)

Ttt és a jelen dolgozat hatralévs részében mindeniitt geometriai egységeket hasznalunk, azaz a ¢ =
G =1 feltételezéssel éliink.
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alakban irhatjuk fel. Ez a metrika méar nem szingularis az » = 2m helyen. Az (1.2.6)
relaciot felhasznalva az is konnyen lathato, hogy a kétdimenzios T'— X szekcidban a lehetd
legnagyobb koordinatatartomany, ahol az (1.2.7) ivelem értelmezett, az r = 0 értéknek
megfelels T? — X? = 1 hiperboladgak — ezeket az 1.1. 4bran a vastagon jelzett szaggatot
vonalak jelenitik meg — kozott elhelyezkedd, az M-nél lényegesen kiterjedtebb tartomany.
Az 1.1. abran az is jol lathato, hogy a kiindulasi M; téridétartomanyunk pontosan a jobb

T

1.1. Abra. Az abra a Schwarzschild-téridének a Kruskal-Szekeres-féle koordinatak segitségével megad-
haté maximalis analitikus kiterjesztésének megjelenitésére szolgal. A komformisan sik 7" — X szekcio
pontjai egy-egy kétdimenzios r sugart gdmbot helyettesitenek. A pontozott vonalak az azonos r értékkel
rendelkezé ,pontokat” kotik Gssze. Mig r értéke a p pontbol mind a befelé, mind pedig a kifelé futo, jo-
véiranyu, fényszert geodetikusok mentén csokken, addig g pontbol — a Minkowski-téridében megszokott
modon — a befelé indulo, jovGiranyu, fényszert geodetikusok mentén csokken, mig a kifelé futék mentén
novekszik.

oldali ,negyednek” felel meg, amelyet két, az origon dthalado és az X tengellyel £45 fokos
szoget bezaro egyenes hatarol. Vegyiik észre, hogy az (1.2.6) ivelem a T"— X szekcioban
konformisan sik, tehat az ehhez a szekcidhoz tartozo, radialis fényszertd geodetikusokat
éppen a vizszintes X tengellyel +45 fokos szoget bezard egyenesek abrazoljak. Ebbdl
egyrészt az latszik, hogy a négy kiilonallé negyedet elvalaszto, T' = + X egyenletek altal
meghatarozott feliiletek fényszert hiperfeliiletek, masrészt az, hogy M;j-es tartomany-
ban felvett ki-, illetve befuté radialis fényszerd geodetikusok mindegyike sziikségképpen
az r = 0 helyen 16v6 szingularitason végzédik. Igy — a relativitaselmélet alapfeltevése-
ivel 6sszhangban — nem létezik olyan kauzalis gorbe, amely egy itteni pontbdl indulva
atjuthatna az M; tartomanyba.

Vegyiik észre azt is, hogy az abra a Schwarzschild-térids olyan abrazolasat adja, ahol
a T — X sik minden egyes pontja egy olyan kétdimenzios — az (1.2.6) Osszefliggésnek meg-
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felel6 — r sugart gombaot helyettesit, melynek felszine A = 4rr2. Az abrarol az is konnyen
leolvashat6, hogy az r koordinata értéke, azaz a megfelel6 gobmbok felszine csokken az My
tartomény barmely pontjabol joviranyban inditott, radialis, fényszerd geodetikus mentén
attol fiiggetleniil, hogy azok ,kifelé” vagy ,befelé” iranyitottak. Penrose nyoman [86] az
olyan kompakt kétdimenzios feliileteket, amelyeket még a roluk jovGiranyba kifelé indulo,
fényszert geodetikusok mentén — a fényszert vektormezé altal meghatarozott, egypara-
méteres diffeomorfizmus-csoport segitségével — elmozgatva is mindig egyre kisebb felszinti
feliiletekhez jutunk, csapddzott feliileteknek nevezziik. Azokat a kompakt kétdimenzios fe-
lilleteket, amelyek esetében a felszin éppen csak nem csokken a jovSiranyba kifelé indulo,
féenyszert geodetikusok mentén, margindlisan csapdazott felileteknek nevezziik (a pontos
és altalanos definiciok megtalalhatok a 2.1.4. alfejezetben).

A Schwarzschild-téridé esetén a marginalisan csapdazott feliiletek pontosan azok, ame-
lyek kijelolik az My tartomany hatarat, azaz azon jovShalmaz hatarat, amelynek belse-
jében 1év6 pontok mindegyike valamely jové értelemben csapdéazott feliilethez tartozik.
Konnyen ellenérizhets, hogy Mj;-ben a csapdazott feliiletek az r < 2m és T' > 0 Gssze-
fiiggések altal meghatarozott tartoméanyban helyezkednek el, mig az r = 2m és T > 0
relaciokkal adott fényszerid hiperfeliiletek pontjai reprezentéljdk a marginalis csapdézott
feliileteket.

Erdemes megjegyezni, hogy barmely sztatikus, azaz az r,9,p = dllands, r > 2m
palyan mozgd megfigyels altal belathato téridétartomany éppen az M; U My résztér-
id6vel esik egybe. Mindezek alapjan az M;j; altal megjelenitett részt a Schwarzschild-
térids feketelyuk-tartomanydnak tekintjik, mig a négy kiilonallo negyedet elvalaszto, T =
+X egyenletek altal meghatarozott hiperfeliiletekre — melyek egy kettéhasado Killing-
horizontot képeznek — mint a Schwarzschild-téridé eseményhorizontjdira, addig ennek a
T, X > 0 relaciok altal kijelolt negyedére, mint a Schwarzschild-téridé jovd eseményhori-

zontjdra szoktunk hivatkozni.

A Schwarzschild-téridében az » = 2m koordinataszingularitas mellett, a fekete- és a
fehérlyuk-tartomany hataran — az r = 0 helyet megjelenité 7% — X? = 1 hiperbolaagak
mentén — valodi gorbiileti szingularitas van. A szingularitéas jellegének megvilagitasahoz
tekintsiik most az arapalyerdk viselkedését egy radidlisan az r = 0 szingularitas felé befuto,
a

uVeu" =0 (1.2.8)

egyenletnek eleget tevs, iddszert geodetikus gorbe mentén. Mivel Einstein gravitacioel-
méletében nincs abszolit vonatkoztatéasi rendszer, igy nincs is értelme arrél beszélni, hogy
valamely testnek mekkora a gyorsulasa. Bar az abszolut gyorsulas fogalma hidnyzik, a
gravitacios teret helyettesits térid6 geometriajanak gorbiiltségét felhasznalva kifejezhetjiik
az egymashoz infinitezimalisan kozeli megfigyel6k vagy probarészecskék relativ gyorsula-
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sat, azaz az ugynevezett arapalygyorsuldsokat. Ennek bemutatasahoz tekintsiik az alabbi
geometriai elrendezést.

Legyen u® egy kauzalis vektor valamely p € M pontban, és terjessziik ki u?-t sima
modon valamely p-n u®-ra transzverzalisan futé z(¢) gérbe mentén. Tekintsiik most a z(¢)
pontjaibol u® érintévektorral induld kauzalis geodetikusok seregét. Az Z¢ eltérésvektor —
ez z(¢)-n éppen Z* = (0/0¢)* — a geodetikusok deviaciojat kifejezd

UV (W Z%) + RepspuZ"u! =0 (1.2.9)

egyenletnek tesz eleget. Ezt kiértékelve a radialisan befelé futoé geodetikusok kivalasztott
csaladja mentén, a Z® vektormezdének a koordinata béazisvektorok atskilazasabol kapott,
parhuzamosan elterjesztett, ortonormalt bazisra vonatkozo Z", Z”, Z% komponenseire a

d>Z" 2m

T = 37 (1.2.10)
>z m

— = —ﬁzﬁ (1.2.11)
AL m

5 = g2 (1.2.12)

relaciokat kapjuk, ahol az u® vektormezé altal meghatarozott kauzalis kongruencia ele-
meinek érintd vektorat u® = (9/07)" jeloli. Ezekbdl az kovetkezik, hogy a kivalasztott
id6szert geodetikus mentén az r = 0 szingularitas felé mozg6 test radialis iranyban egyre
nagyobb nyujtast, mig az erre merdleges irdnyokban egyre nagyobb kompressziot kell
elszenvedjen. Hataresetben, az r = 0 helyen ezek a hatasok végtelen mértékben felers-
sodnek.

A fenti formulakbol az is latszik, hogy a Schwarzschild-térid6 eseményhorizontjan, azaz
az r = 2m helyen, annal kisebb a felléps arapalygyorsulas, minél nagyobb a feketelyuk
m tomege. Igy ahhoz, hogy barmely, kozel gémbszimmetrikus feketelyuk esetében egy
1 cm hosszusagu szakasz két végpontja kozott felléps arapalyerck altal okozott relativ
gyorsulas értéke elérje a foldi gravitacios gyorsulas tizszeresét, annak r ~240 km > Rg ~
3 km téavolsdgban kell lennie a kozéppontdl, ha a feketelyuk témege megegyezik a Nap
tomegével, mig akkor, ha a feketelyuk témege a Nap tomegének egymillidszorosa, akkor
r ~240 000 km < Rg ~ 3 000 000 km ez a tavolsag.

1.3. A feketelyukak fizikdja a 70-es és 80-as években

Az FEinstein-elméletben a feketelyukakhoz kapcsolédo tudésunk igen nagy hényada az
el6bbi részben ismertetett sztatikus Schwarzschild-téridé [109], tovabba a stacionarius és
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tengelyszimmetrikus Kerr-térid6 [65] — mely a Schwarzschild-térids forgo altalanositasa —
ismeretén nyugszik. Erdemes megjegyezni, hogy még a legegyszertibb esetben is, konkré-
tan a Schwarzschild-térid6 esetében, meglep&en hosszi idére, mintegy négy évtizedre volt
sziikség a geometriai tulajdonsédgok megértéséhez, azaz a Kruskal [70]| és Szekeres [111]
altal leirt maximalis analitikus kiterjesztés elkészitéséhez. Erdekes modon még ezek az
eredmények és a hozzajuk kapcsolodd megértés sem egyszertsitette le azt a folyamatot,
melynek eredményeként megadhatova valt a Kerr-téridé maximaélis analitikus kiterjesztése
—melyet Boyer és Lindquist [11] készitett el — vagy a Kerr-téridé globalis tulajdonsagainak
feltérképezése, mely Carter [18]-as munkajaban talalhato.

Val¢jaban — mégha nagyon attételes formaban is — ezeket az eredményeket az 1950-es
évek vége felé tortént csillagaszati megfigyelések — a kvazéarok, kicsiny méretd rontgenforra-
sok, illetve a pulzarok észlelése — és az azok kapcsan beindult spekuléciok 6sztonozték. Az
akkoriban tapasztalt 4j jelenségek magyarazata elképzelhetetlennek latszott a gravitécios
osszeomlési folyamatok soran felszabadulé irdatlan mennyiségt energia forrasanak megér-
tése nélkiil. Ennek hatasara a hatvanas évek vége felé az Einstein-féle gravitacidelméletben
intenziv fejlédés vette kezdetét. Ennek csak egyik eredménye a feketelyuk-fizika megsziile-
tése. Ezen beliil is erételjes fejlédés indult el a feketelyukak egyértelmiiségének bizonyitasa
kapcsan. Az els6 fontos idevagd eredmények Israel és Carter [58, 59, 20, 21] munkaival
kapcsolhatok ossze. Ezekben a munkakban, tobbek kozott azt mutattak meg, hogy az
Einstein-elméleten beliil a stacionarius, aszimptotikusan sik, vakuum feketelyukak kiilsé
kommunikéciés tartoméanyanak (a pontos meghatarozas megtalalhato a 2.2. alfejezetben)
geometriaja egyértelmien meghatarozott a teljes energia és a teljes impulzusmomentum
altal. Igy minden stacionarius, aszimptotikusan sik, vakuum feketelyuk-térids kiilsé kom-
munikacios tartomanya egy, a Kerr-téridGosztalyhoz tartozé feketelyuk-téridé megfeleld
részével izometrikus.

A feketelyukak lehetséges végallapotéarol az Einstein-elméletben a kialakitott elképzelé-
sek tovabbi egyszertisodéséhez vezettek a 60-as évek végén, illetve a 70-es évek elején elvég-
zett perturbacios vizsgéalatok is. Ezek elsGsorban azon nagyon fontos eredményekre épiil-
tek, melyek szerint a Schwarzschild- és a Kerr-feketelyukak stabilak a linearis perturbéci-
okkal szemben [102, 121, 114, 23|. Ezen perturbéciokrol azt is sikeriilt megmutatni, hogy
az idGeltolasi invarianciat megjelenité Killing-vektormezd Killing-paraméterében mérve
exponencialis gyorsasaggal csengenek le.

’Ezek az eredmények valojaban a kovetkezd egyszert, bar technikailag nagyon nehezen kivitelezhets
felismerésen alapultak. ElGszor azt mutattdk meg, hogy a sztatikus esetben a ¢t = dllandd, illetve a
stacionérius és tengelyszimmetrikus esetben a ¢t = dllandd hiperfeliiletekbdl a ¢ — ¢ tlikrozési szimmetria
felhasznalasaval szarmaztatott hanyadosterén az Einstein-egyenletek elliptikus egyenletekké irhatok at
[58, 59, 20, 21, 72, 13|. Ezek utan megmutattik, hogy a peremeken, azaz a térszert végtelenben és a
jOvE és miult eseményhorizontok talalkozasanal fekvd kettéhasadasi feliileten megadhatd adatokra nézve
a kérdéses elliptikus peremérték-probléma megoldasa egyértelmi [13].
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Mindezen részeredményeknek koszonhetGen a 70-es évek eleje 6ta a gravitacios Ossze-
omlasi folyamatok lehetséges végallapotainak — azaz a kialakulé feketelyukak tulajdonsa-
gainak — meghatarozasa az altaldnos relativitdselmeéleti kutatasok homlokterében maradt.
A fent emlitett perturbacios analizis eredményeire alapozva az az altalanos vélekedés ala-
kult ki, hogy a végallapotot megjelenits téridé stacionarius, azaz azzal a feltételezéssel
éltek, hogy egy olyan, mindeniitt értelmezett Killing-vektormez6t hordoz, amely legalabb
az aszimptotikus tartomanyban idGszerd.

Eppen ezért érdemes azt is réviden felidézni, amit a stacionérius feketelyuk-téridck
(jove) eseményhorizontjaval kapcsolatban a 90-es éveket megel6z6 idGszakban tudtunk. A
stacionarius feketelyuk-téridskrél kialakitott elképzeléseink valojaban Hawking és Carter
alabbi, egymast 1ényegében kiegészits érvelésén alapultak, igy ezeket hasznaltak az ilyen

tipusu feketelyuk-téridék egyértemiiségi tételeinek bizonyitésa soran is.

Hawking, azzal a feltételezéssel élve, hogy (1) a vakuum- vagy elektrovakuum Einstein-
egyenletek teljesednek, és hogy (2) a feketelyuk — tgy, mint a Schwarzschild- vagy a
Kerr-feketelyuk-téridsk is — egy kettéhasado Killing-horizonttal rendelkezik, valamint (3)
a téridg (és minden a bizonyitasaiban elforduld geometriai struktura) analitikus, ugy
érvelt [53, 54|, hogy az eseményhorizonton megadhatd karakterisztikus kezdGadatok in-
variansak egy olyan egyparaméteres izometriatranszformacio-csoport hatésaval szemben,
melynek pélyai egybeesnek a horizont fényszert geodetikus generatoraival. Ezek utén a
karakterisztikus kezd&értékprobléma egyértelmiiségére, tovabba a téridé analitikus vol-
tara hivatkozva tugy érvelt, hogy ekkor az eseményhorizont kérnyezetében léteznie kell
egy olyan Killing-vektormezének, mely meréleges az eseményhorizontra, igy az valoja-
ban egy Killing-horizont. Ervelésének megfelelGen, ha ez a Killing-vektormezs nem esik
egybe az aszimptotikus tartomanyban értelmezhetd, ott idGeltolasi invarianciat generald
Killing-vektormezével, akkor 1éteznie kell egy mésik olyan Killing-vektormezének, ami
zart palyakkal rendelkezik és a horizonttal kompatibilis, tovabba a stacionarius Killing-
vektormez§ linearkombinécidjaként all el6. Ebben az esetben a stacionarius feketelyuk-

téridé tengelyszimmetrikus is. 3

Carter megkozelitése [20, 21] forditott iranyt volt. O azzal a feltételezéssel élt, hogy
a gravitacios osszeomlas utéan kialakuld egyensulyi allapotban 1évs feketelyuk vagy szta-
tikus, vagy pedig stacionarius és tengelyszimmetrikus gy, hogy ugyanakkor egy tovabbi,
ugynevezett t — ¢ tiikrozési szimmetriaval is rendelkezik. Ezek utan megmutatta, hogy
a sztatikus esetben az eseményhorizont a ,, sztatikussagi hatar” részhalmaza, azaz azon
téridStartomany hataranak részeként jelenitheté meg, ahol a sztatikus Killing-vektormezé

3Erdemes kiemelni, hogy bar Hawking imént kivonatosan ismertetett érvelésének legfontosabb elemei
késébb helytallonak bizonyultak, a matematikailag preciz bizonyitasok tobb esetben akar harom évtizedig
is varattak magukra (lasd, példaul a dolgozat 6.fejezetében bemutatott, az axialis Killing-vektormezs
létezésére vonatkozo bizonyitast).
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idGszerd. Hasonldan, a stacionarius-tengelyszimmetrikus esetben azt mutatta meg, hogy
az eseményhorizont az ugynevezett ,, cirkularizacios hatar” részeként jelenitheté meg, azaz
azon téridGtartoméany hataranak része, ahol a stacionérius és tengelyszimmetrikus Killing-
vektormezdknek lehet még olyan, allando egyiitthatos linearkombinacioja, amely id&szert.
A sztatikus esetben maga a sztatikus Killing-vektormezé meréleges az eseményhorizontra.
A stacionarius és tengelyszimmetrikus feketelyukak esetén pedig a stacionaritast és a ten-
gelyszimmetriat meghatarozo Killing-vektormezsknek van olyan allando egyiitthatokkal
képzett linearkombinacidja, mely merdleges az eseményhorizontra. Erdemes azt is meg-
jegyezni, hogy a Carter altal hasznalt feltételek sokkal erGsebbek, mint azok, amelyeket
Hawking alkalmazott. Mivel Carter imént felidézett eredményeinek szérmaztatasahoz va-
l6jaban nincs is sziikség az Einstein-egyenletek hasznalatéra, ezek az eredmények elvileg
az Einstein-elméletnél szélesebb korben is alkalmazhatoak lehettek volna.

Israel [58, 59| és Carter [20] a feketelyukak geometridjanak egyértelmiiségét igazolo
tételeik bizonyitasa sordn Hawking azon eredménye mellett, miszerint egy stacionarius
feketelyuk eseményhorizontja sziikségképpen Killing-horizont, azt is feltették, hogy ez a
Killing-horizont kettéhasado, azaz feltételezték, hogy a jové eseményhorizont mellett léte-
zik egy mult horizont is tgy, hogy ezek egymast egy kétdimenzios, kompakt .7 feliiletben
metszik. Hawking egy masik eredménye — a feketelyuktopologia-tétel — alapjan [54, 53|
azt is tudjuk, hogy ez a feliilet — szokésos koriilmények kozott — a kétdimenzios gémb
7.fejezetben). Israel és Carter, eredményeik szarmaztatasa soran, azzal a tovabbi feltéte-
lezéssel is éltek, hogy a természetes modon értelmezhetd sztatikus, vagy stacionarius és
tengelyszimmetrikus hiperfeliiletek sima, azaz C* moédon terjednek ki az .7 feliilethez.
Ezen feltételek jogossagat Carter késébb, a [21] referenciaban talalhato, sokkal részlete-
sebb vizsgalataiban, az elektrovakuum esetben meg is mutatta. Carter ezen eredményei
— Robinson [106], Mazur |72] és Bunting (lasd a [22]-es hivatkozast is) idevagd késébbi
eredményeivel egyiitt — igazoljak, hogy a ,nem-extrém” esetben az egyediili elektrovakuum-
feketelyukak a Kerr-Newmann-téridGosztalyba tartoznak 80|, azaz valamely elektromo-
san toltott Kerr-téridével [65] esnek egybe.? Meg kell azonban jegyezniink, hogy Carter
idevagd eredményei nagymértékben a forrasmentes Einstein-Maxwell-egyenletek haszna-
latara épiiltek, igy biztosan nem alkalmazhatéak olyan altalanos esetekben, amikor mas
tipust anyagmezdk vannak jelen a téridében, vagy az Einstein-elmélettdl eltérd gravitacio-
elméletben gondolkodunk. Ezért a feketelyukak lehetséges végallapotainak meghatarozasa
sordn a Killing-horizonttal rendelkezé téridék tulajdonsagainak tisztézasa alapvets fon-
tossagunak bizonyult. Igy példaul fontos annak kideritése, mennyire erds az a feltételezés,

hogy az altalanos esetben egy stacionérius feketelyuk kettéhasado Killing-horizonttal ren-

4Erdemes megjegyezni, hogy az extrém esetre vonatkozo bizonyitas csak most, a jelen dolgozat meg-
irdsa kozben keriilt kozlésre [1].
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delkezik. Ezek utan, még ha azt talaljuk is, hogy ez altalanosan igy van, nyitott marad
a kérdés: jogosan élhetiink-e azzal a feltételezéssel, hogy a sztatikus, vagy stacionarius és
tengelyszimmetrikus hiperfeliiletek sima modon terjednek ki a kettéhasadési feliilethez?

Ezekkel teljesen analog kérdések fogalmazodtak meg nemcsak a feketelyuk egyértelmii-
ségi tételek kapcsan, hanem olyan elméleti meggondolasokban is, ahol a kvantumtérelmélet
gorbiilt téridskre kifejlesztett valtozatanak elvi és gyakorlati problémaéi keriiltek elGtérbe
[64].

1.4. A dolgozat felépitése

A dolgozat kivetkezs, 2. fejezetében olyan alapfogalmak révid bevezetése talalhato, mint
téridd, (dltaldnositott) domindns energiafeltétel, csapddzott feliilet, feketelyuk és Killing-
horizont. Erdemes kiemelni, hogy mar ebben a részben is szamos fogalom a szokésosnal
altalanosabb keretek kozott keriil megfogalmazasra, és tobb sajat eredményt is ennek

megfelels, altalanositott formédban mutatok be.

A 2. fejezet ilyen tipust részei kozott emlithetjiik példaul a feketelyuk-termodinamika
nulladik fétételéhez kapcsolodo alfejezetet, ahol el6szor azt mutatom meg, hogy a « feliileti
gravitacio értéke sziikségképpen allando, amennyiben az altaldnositott dominans energia-
feltétel teljesiil. Ezek utan azt is megmutatom, hogy — specialisan a négydimenzios téridék
esetén — a horizonttal kompatibilis Killing-vektormez6hoz tartozo érvényvektor eltiinése a
feliileti gravitacio allandosaganak sziikséges és elégséges feltétele [92]. Ezen altalanos tétel
egyszeri kovetkezményeként visszakapjuk Carter azon eredményét, melynek értelmében
a feliileti gravitacio allando6 a horizonton, ha a feketelyuk sztatikus vagy tugy stacionérius
és tengelyszimmetrikus, hogy ugyanakkor a ¢ — ¢ tiikrozési szimmetriaval is rendelkezik.

[smert, hogy amennyiben a « feliileti gravitacio értéke nem nulla az eseményhorizontot
abrazolo Killing-horizont valamely ~ fényszert generdtora mentén, akkor v nem lehet
geodetikus értelemben teljes. Megmutatom, hogy egy ilyen inkomplett geodetikus mentén
a gorbiileti tenzor egy parhuzamosan elterjesztett bézisra vonatkozé komponensei nem
maradhatnak végesek, ha x gradiense nem azonosan nulla v mentén [91].

A feketelyuk-téridsk lokalis kiterjesztését ismertets 3. fejezetben olyan téridéket te-
kintek, amelyekben létezik egy egyparaméteres izometriacsoport, és a feketelyuk jové ese-
ményhorizontjat egy A Killing-horizont jeleniti meg, mely invarians az izometriatranszfor-
méaciokkal szemben, tovabba a Killing-vektormezds merdleges ra. Felteszem, hogy az AV -en
futé Killing-palyak R-el diffeomorfak, tovabba N-hez talalhato X globalis szelés, azaz
Y-t minden egyes Killing-palya pontosan egyszer metsz. Megmutatom, hogy amikor a x
feliileti gravitacié nem zérus és allandé a horizonton, akkor annak valamely kornyezete ki-
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terjeszthet tgy, hogy a kiterjesztett téridében N valodi részhalmaza lesz egy kettéhasado
Killing-horizontnak. Ebben a fejezetben mutatom meg azt is, hogy minden sztatikus vagy
a t — o tiikkrozési szimmetriaval rendelkezd stacionéarius és tengelyszimmetrikus téridében,
amelyben egy kettéhasad6 Killing-horizont taldlhato, a természetes moédon értelmezhets
sztatikus, vagy stacionérius és tengelyszimmetrikus hiperfeliiletek sima, azaz C'*° modon
terjednek ki a kettéhasadéasi felillethez [91].

A 4.fejezetben olyan globélisan hiperbolikus, stacionérius feketelyuk-téridcket tekin-
tek, amelyek egyrészt nem tartalmaznak fehérlyukat, masrészt az N-el jelolt jovs ese-
ményhorizontjuk egy kompakt globéalis szeléssel rendelkezé Killing-horizont. Megmuta-
tom, hogy ebben az esetben az N elegendGen kicsiny kornyezetében futo Killing-palyak
halmaza egy trivialis — R struktaracsoporti — szorzatnyalab-szerkezettel lathato el. To-
vabb4a — amennyiben a feliileti gravitidcié nem nulla és AV-en alland6 — elkészitem a térid6
egy olyan globalis kiterjesztését, amely azt is biztositja, hogy N a kiterjesztés soran
egy kettéhasadd Killing-horizont valodi részhalmazéara képezddik le. Ebben a fejezetben
talalhato az anyagmezsknek az igy kapott megnagyobbitott téridékre torténd kiterjeszt-
hetéségét bemutatd eredményem is. Megmutatom, hogy minden olyan sztatikus (és igy
t tiikkrozési szimmetridval rendelkezd), vagy olyan stacionérius és tengelyszimmetrikus
feketelyuk-téridében, amely a t — ¢ tiikrozési szimmetriaval is rendelkezik, az anyagme-
z0k is kiterjeszthetGek a megnagyobbitott téridére feltéve, hogy az eredeti téridében az
anyagmezdk is rendelkeznek a geometria szimmetria-tulajdonsagaival [92].

Erdemes kiemelni, hogy a 2. 4. fejezetekben bemutatott eredmények egyik legfonto-
sabb kovetkezménye az, hogy igazoljak azt a korabban csak hipotézisként hasznélt fel-
tételezést, miszerint a gravitacios osszeomlasi folyamat végéllapotat megjeleniteni hiva-
tott stacionarius feketelyukak eseményhorizontja — nem csak a négydimenzios Einstein-
elméletben, hanem minden (n > 2)-dimenzioju téridében, ahol az altalanositott dominans
energiafeltétel teljesiil — mindig olyan Killing-horizont, amely vagy kettéhasado, vagy pe-
dig k = 0 rajta.

Az 5. fejezetben olyan négydimenzids téridéket tekintek az Einstein-Maxwell elmélet-
ben, amelyekben egy Killing-vektormezé és egy azzal kompatibilis kettéhasadoé, azaz nem-
degeneralt Killing-horizont taldlhat6. A téridé aszimptotikus tulajdonsagaira vonatko-
zoan semmiféle feltételezést nem alkalmazok. Igy a kivalasztott téridékre, mint az altala-
nos deformalt feketelyukakra is gondolhatunk. Megmutatom, hogy a C'*° esetben a téridé
geometriaja és az elektromégneses tér a négydimenzios térids feketelyuk-tartomanyaban
mindeniitt egyértelmien meghatarozott, mihelyt a kétdimenzios kettéhasadasi feliileten
az ott indukalt metrika, egy komplex fliggvény, tovibba az egyik komplex elektromagne-
ses potencial is adott [99]. Azokat a feltételeket is meghatérozom, amelyek — analitikus
esetben — az eseményhorizont kiils6 kommunikéicios tartoménynak megfelels oldalan is
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hasonlé egyértelmiiséget biztositanak. Mindezek kiévetkeztében tgy is tekinthetiink egy
négydimenzios, stacionarius, nem-degenerélt elektrovakuum feketelyuk-téridé kettéhasa-
dasi feliiletére, mint egy olyan kompakt adathordozora, mely (legalabb is az analitikus
esetben) hordozza a teljes elemi kornyezet el6képét. Ezen adatok alapjan — a téregyenle-
teknek a segitségével — a geometria és az elektromagneses mez6 mindig felépithets. Ebben
az ¢értelemben a kettéhasadasi feliiletre, mint hologramra is tekinthetiink, mely a vizsgalt
elektrovakuum feketelyuk-téridével kapcsolatos 0sszes informéaciot hordozza.

Ezt kovetGen, a 6. fejezetben négydimenzios, stacionarius, aszimptotikusan sik elekt-
rovakuum feketelyuk-téridéket tekintek. Felteszem, hogy a vizsgélt feketelyuk esemény-
horizontja nem-degeneralt, azaz a horizontot kifeszits fényszert geodetikusok mindegyike
miult-iranyban, geodetikus értelemben inkomplett. Megmutatom, hogy a stacionarius
Killing-vektormezé mellett mindig létezik egy olyan méasik — az eseményhorizonttal kom-
patibilis — Killing-vektormezs, mely sima esetben a feketelyuk-tartomanyban, analitikus
esetben a kiils6 kommunikaciés tartoméanyban is értelmezhets, és amely altal indukalt
izometria-transzformaciokra nézve az eseményhorizont egy Killing-horizont, és amelynek
hatésaval szemben maga az elektromégneses tér is invarians [37, 95]. Ez az eredmény
Hawking feketelyuk-merevségi tételeként emlegetett azon allitasanak bizonyitasat is adja,
mely szerint amikor egy stacionarius feketelyuk nem sztatikus, akkor a kérdéses feketelyuk

stacionérius és tengelyszimmetrikus.

A bizonyitas bemutatisahoz a kezd&érték-problémak és téridé-szimmetridk kapcsola-
tat is meg kellett vizsgalnom. Ebben a vonatkozasban megmutattam, hogy a gravitacio
olyan metrikus elméleteiben, ahol a gravitidcid-anyagi rendszerek hiperbolikus fejlédési
egyenleteknek tesznek eleget, a kezd6adatok szimmetriai megérzédnek az evoliicié soran
[96, 97].

Ahogy azt az el6z6 részben emlitettem, az Einstein-elméletben a '70-es évek ele-
jére kibontakozo6 feketelyuk-fizika egyik kulcsfontossédgt eredménye Hawking feketelyuk-
topologiai tétele [54], ami azt allitja, hogy a dinamikai feketelyuk-tartomany hataranak
gondolt ,, apparent horizon” szelései — ezek a szigoriian stabilnak nevezett esetben margi-
néalis csapdafeliiletek — topologiai értelemben sziikségképpen kétdimenziés gombok. Majd-
nem héarom évtizeddel késébb Gibbons [50] és Woolgar [119] Hawking bizonyitasanak mo-
dositéséaval, az Einstein-elmélet negativ kozmologiai allandora vonatkozo alakjaban — erre
az esetre Hawking eredeti bizonyitédsa nem alkalmazhato — az dgynevezett topologiai fe-
ketelyukak felszinnel aranyos entropidajara adtak meg fontos alsé korlatot. Az elmult évek
soran Galloway és munkatarsai [15, 43, 44, 45] mind Hawking eredeti feketelyuk-topologiai
tételét, mind pedig Gibbons és Woolgar eredményeit sikeresen altaldnositottdk a maga-
sabb dimenzios Einstein-elméletre. A 7.fejezetben ezen altaldnositasoknak egy egyszeri
és 1j bizonyitésat mutatom be [100]. Ez a bizonyitéas az egyszertsége mellett azt is nyil-
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vanvalova teszi, hogy a feketelyuk-topologiai tételek és azok altalanositasai nemcsak az
Einstein-elméletben, de a geometrizalt gravitacioelméletekben mindeniitt alkalmazhatok.
Ezt kovetGen megmutatom, hogy barmely (n > 4)-dimenzi6ju téridében nemcsak a szi-
gortian stabil marginalis csapdafeliileteknek, hanem barmely szigortan stabil feliiletnek is
teljesen analdg topologiai jellemzése adhato meg [101].

Szeretném kiemelni, hogy az értekezésben bizonyitassal k6zolt Osszes lemma, allitas
és tétel sajat, tudomanyos kozleményben publikalt eredmény. Néhany esetben ezek még
a publikaltnal is altaldanosabb forméaban keriiltek kimondésra, igy azok a bizonyitésaik-
kal egyiitt 4j, onall6 eredményeknek tekintendék. Végiil ismételten szeretném az olvasod
figyelmét felhivni arra, hogy a 2-4., valamint a 7.fejezetekben ismertetett eredmények
szarmaztatasa soran sehol nem hasznéltam konkrét téregyenleteket, amelyek akar a téridé

geometriajat, akar a rajta értelmezett anyagmezdk tulajdonsagait érintették volna.
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2. fejezet

Feketelyuk-tériddk

Ebben a fejezetben a jelen dolgozatban gyakran hasznalt alapfogalomak tisztazasa mel-
lett ! mar tobb, a Killing-horizontok alapvetd tulajdonsagait érinté sajat eredményem is
bemutatasra keriil.

2.1. Alapfogalmak

Miel6tt a feketelyuk-téridék fogalmanak meghatarozasahoz hozzalatnank, érdemes rogzi-
teni, hogy valdjaban mit is értiink téridén a gravitacié metrikus elméleteiben.

2.1.1. A téridé modellje

2.1.1. Definicidé. Téridén mindig eqy olyan (M, gup) pdrt értink, ahol M egy n-dimenzids
sima (C™), parakompakt, dsszefiiggd, iranyithatd, differencidlhato sokasdg, gay, pedig egy

2

sima Lorentz-szignatiurdji metrika M-en.” Feltessziik tovdbbd, hogy az (M, ga) téridd

wddiranyithato, €s eqy iddiranyitdst ki is vdlasztottunk rajta.

A tovabbiakban a latin indexek mindig absztrakt tenzorindexeket, a gorég indexek ten-
zorialis objektumok koordinatabézisokra vonatkoz6 komponenseit, mig a nagybetts latin
indexek mindig (n — 2)-dimenzios térszert feliileteken értelmezett tenzorialis objektumok

IBéar a legfontosabb és gyakran hasznalt alapfogalmak ismertetésére folyamatosan torekszem, a je-
len dolgozat adta keretek mégsem teszik lehetévé az Gsszes alapfogalom bevezetését. Minden ilyen, a
dolgozatban felhasznalt, de itt részleteiben nem ismertetett fogalmat és allitast igyekszem hivatkozassal
ellatni.

2Konkrétabban, a dolgozat azon fejezeteiben, ahol a Newmann-Penrose-formalizmust hasznalom a
szignatura (4, —,...,—), mig az Osszes tobbi esetben (—,+,...,+).

19
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ottani koordinatabazisokra vonatkozo komponenseit jelolik. A dolgozatban alkalmazott
egyéb jelolések a Robert Wald kényvében [115] talalhato jeloléseket kovetik.

A zart, vagy majdnem zart kauzalis gorbék 1étezését az Einstein-elmélet alapfeltevései
nem zarjak ki. Ugyanakkor ezek létezése ellentmondani latszik példaul azon elvarasunk-
nak, hogy elvileg barmely kisérletet szabadon elvégezhetiink. Az Einstein-elmélet pre-
diktiv képességére apellalva altalaban ennél joval tobbet, a globalis hiperbolikusségot is
elvarjuk a fizikailag realisnak tekintett téridémodellektsl. Mégis, mivel tobb allitasunk
bizonyithaté az altaldanosabb, erésen kauzalis téridék esetében is, most mindkét fogalmat
felidézziik.

2.1.2. Definicio. Az (M, gu) téridét akkor nevezink kauzdalisnak, ha az nem tartalmaz
zart kauzdlis gorbét. Azt mondjuk, hogy az erds kauzalitdsi feltétel teljesiil valamely p € M
pontban, ha p barmely kornyezete tartalmazza p-nek olyan elegendden kicsiny kérnyezetét,
amelyet minden kauzdlis gorbe csak egyszer metsz. A téridd erdsen kauzdlis, ha minden
pontjaiban az.

A p € M pontbdl inditott jovGiranya kauzalis gérbék mentén elérhetd pontok halma-
zét, azaz a p pont kauzalis jovSjet JT(p)-vel jeloljiikk. Hasonloan definidlhato a p pont
kauzalis multja, J~(p) is.

2.1.3. Definicio. Az (M, gu) tériddt globdlisan hiperbolikusnak nevezzik, ha erésen kau-
zdlis és barmely p,q € M pontpdrra a J*(p)NJ~(q) metszet kompakt részhalmaza M -nek.

Valamely Y akauzalis® hiperfeliiletet Cauchy-fejlédésén azt a D[X] C M-val jelolt
halmazt értjiik, amelynek barmely pontjabol az onnan kiindulé minden jové- vagy mult-
irdnyban kiterjeszthetetlen, kauzalis gorbe metszi >-t.

Geroch megmutatta [46, 47|, hogy a globalis hiperbolikussag feltétele azzal egyenér-
téktd, hogy a térids teljes egésze valamely alkalmasan valasztott kezddfeliiletén megadott
kezdGadatok Cauchy-fejlédéseként all els, azaz 1étezik olyan X akauzalis hiperfeliilet M-
ben, hogy M = DI[X]. Ekkor ¥-t az (M, gu) téridé Cauchy-felilletének is nevezziik.
Geroch azt is megmutatta, hogy a globéalis hiperbolikus téridék szorzat-topologiaval ren-
delkeznek, azaz az (M, gqp) térids alapsokasaga M = R x 3 alakban irhato fel, ahol ¥ az
(M, gap) térid6 Cauchy-feliilete.

2.1.2. Altalanositott dominans energiafeltétel

AnyagmezsSkre altaldaban — az 5.¢és 6. fejezetektdl eltekintve — csak mint absztrakt ten-
zormezGkre fogunk hivatkozni. Az egyetlen megszoritds, melyet ezekben az esetekben

3A ¥ hiperfeliiletet akauzdlisnak nevezziik, ha Y-t barmely kauzalis gérbe csak egyszer metszi.
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hasznalni fogunk, az tigynevezett dominans energiafeltétel altalanositasa lesz. Miel6tt ezt
ismertetnénk, idézziik fel a dominéns energiafeltétel fogalméat!

2.1.4. Definici6. Azt mondjuk, hogy az (M, gu) téridén értelmezett anyagmezdk ele-
get tesznek a domindns energiafeltételnek, ha a hozzdjuk tartozo Ty, energiaimpulzus-
tenzornak bdrmely p € M pontban eqy tetszdleges t* jovdiranyiu iddszerid vektorral vett
—T°.t¢ kontrakcicja jovdirdnyi, iddszerd vagy fényszerd vektor.

Ez a feltétel azzal a fizikailag megalapozottnak ting elvarasunkkal ekvivalens, hogy
a tetszélegesen valasztott megfigyelk altal mért energiastiriiségek, illetve enrgiadram-
vektorok legyenek nem negativak, illetve nem térszertiek. Az is belathatd, hogy a do-
minans energiafeltétel — az elnevezéssel Osszhangban — pontosan akkor teljesiil, ha a
T,» energiaimpulzus-tenzor tetszéleges ortonormalt bazisra vonatkozd komponenseire a

T > |T%| teljesiil, tetszéleges a és b indexvalasztas mellett.

Az Einstein-elméletben az energiaimpulzus-tenzort — és igy a dominéns energiafeltételt
is — kifejezhetjiik a t6le? csak egy pozitiv konstans szorzéban eltérs, Gu, = Ry, — %gabR
Einstein-tenzor segitségével. Fontos hangsilyozni, hogy az Einstein-tenzor mindig értel-
mezhetd, amikor a téridé geometridja ismert. Akkor is, ha esetleg anyagmezsk egyalta-
lan nincsenek jelen a téridében, vagy az Einstein-egyenletektsl 1ényegesen eltéré moédon
kapcsolodnak a geometridhoz. Ez lehetéséget ad a domindns energiafeltétel kovetkezd

altalanositasara.

2.1.5. Definicid. Azt mondjuk, hogy az (M, g.) téridd eleget tesz az dltaldnositott do-
mindns energiafeltételnek, ha taldalhato M-en olyan f sima fiigguény, hogy barmely p € M
pontban egy tetszdleges t* jovdirdnyi iddszerd vektorra a —[G%t" + ft°] kontrakcio jovd-
wrdnyi, 1ddszerd vagy fényszerd vektor.

Koénnyen ellenérizhets, hogy az Einstein-elméletben, nem zérus A kozmologiai allandot
feltételezve az altaldnositott dominéns energiafeltétel pontosan akkor teljesiil az f = A
valasztas mellett, ha a Ty, energia-impulzus tenzor eleget tesz az 2.1.4. definicioban meg-
fogalmazott dominans energiafeltételnek.

2.1.3. Gauss-féle fényszerti koordinatarendszerek

A késtbbi fejezetekben bemutatott eredmények szarmaztatésa sorédn az egyik leggyak-
rabban hasznalt technikai segédeszkoz a fényszeri geodetikusok segitségével definialhato,

4Zérus kozmologiai allandot feltételezve.
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ugynevezett Gauss-féle fényszert koordinatarendszer. Ezek rovid bemutatasa taldlhato
ebben az alfejezetben.

Legyen N az (M, gqp) téridé sima, azaz C*, fényszert hiperfeliilete. Tegyiik fel, hogy
N sima, tovabba ¥ C N egy olyan (n—2)-dimenzios sima térszert feliilet, mely N -nek egy
(esetleg csak lokalis) szelését hatarozza meg. Tovabba legyenek (23, ..., 2") tetszSleges
lokalis koordinatak > valamely 5 nyilt részhalmazan! Tegyiik fel, hogy az N feliiletet
generald fényszert geodetikusok k% érintévektora sima és sehol sem tiinik el 5 valamely
O C N nyilt kérnyezetében. Tovabba jeldlie N az N feliilet azon részét, melyet a &
pontjain keresztiilfuto fényszert geodetikusok feszitenek ki.

Az 3 x {0} halmaz elegendden kicsiny S nyilt kornyezetében tekintsiik azt a ¢ :

S — N leképezést, amely minden (¢, u) parhoz N azon pontjat rendeli hozz4, mely k°
vektor ¢ ponton athaladé integralgorbéje mentén pontosan u paraméterértékhez tartozik.
Belathato, hogy a ¢ leképezés C™, tovabba az inverzfliggvény-tétel alapjan az is igaz,
hogy 1 egy-egy értelmi raképezése & x {0} egy S-beli nyilt kornyezetének 5 egy N-beli
nyilt kornyezetére. Ezek utan terjessziik ki a S-on értelmezett a3, ..., 2" fiiggvényeket
N-ra ugy, hogy azok értékét allandonak tartjuk a k® vektormezd integralgérbéi mentén.
Ekkor az 23, ..., 2" fiiggvények lokalis koordinatédkat hataroznak meg N-on.

Ezek utan tekintsiik azt az egyértelmiien meghatéarozott ¢ fényszerd vektormezst N-
on, mely minden egyes p € N pontban eleget tesz a (“k, = 1 és az (* X, = 0 feltételeknek,
ahol X® tetszéleges N-ot érints olyan vektor p-ben, amelyre X*V,u = 0. Ekkor, az
N x {0} halmaz N x R-beli Q nyilt kirnyezetét elegendden kicsinek valasztva, értelmez-
het6 az a U : Q — M leképezés, amely a (p,r) € @ ponthoz M azon pontjat rendeli
hozza, mely a p-bél £ érintévektorral induld fényszert geodetikus mentén éppen az r
affinparaméter-értéknek megfelelé pont, ahol az (* vektormez§ altal meghatérozott fény-
szerd geodetikusok mentén értelmezett r affinparamétereket olymoédon szinkronizaljuk,
hogy a N feliilet pontjaiban r = 0. Ekkor a konstrukcio jellegébdl fakadéan a U leké-
pezés C'°°, tovabba az inverzfiiggvény-tétel alapjan az is igaz, hogy U egy-egy értelmi
raképezése N x {0} egy nyilt kornyezetének N valamely M-beli O nyilt kdrnyezetére.

A fent alkalmazott eljarashoz hasonléan terjessziik ki most az u, 3,

., x™ fliggvényeket
N-r6l O-ra ugy, hogy azok értékét allando értéken tartjuk az £ érintévektor altal meg-

hatarozott geodetikus gorbék mentén. Ezekhez a fliggvényekhez az O C M halmaz felett

definiélt r-et hozzavéve az (u,r,x3, ..., z") lokélis koordinatarendszerhez jutunk, melyek
¥ és a rajta bevezetett (23, ..., 2") koordinatdk megvalasztdsanak erejéig egyértelmtiek,

és amelyekre sokszor, mint Gauss-féle fényszerd koordindtdkra hivatkozunk.

Ekkor a korabban csak A-on definialt k% és (* vektormezdk a k® = (0/0u)" és (v =
(0/0r)" osszefliggések altal O felett mindeniitt értelmezetteké valnak. Ezen relaciokbol
az is adodik, hogy k® és £* kommutal O felett, tovabba mivel (¢ fényszerd, ¢, = 0 O
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felett. Az

1
L0 Gy = 0OV ((0ky) = 0700 (V oky) = L7kP(Vl,) = §kbvb(€“£a) =0 (2.1.1)

Osszefiiggésnek megfelelGen a g, = 1 relaci6 nemcsak az N feliileten, de O felett minde-
niitt teljesiil [91]. Hasonloan belathato, hogy a metrikus tenzor g,s, ..., g, komponensei
sem fiiggenek r értékétsl, azaz O felett mindeniitt gr3 = -+ = gy = 0. Mindezen feliil a
fenti konstrukci6 azt is garantalja hogy a g.u és gu.a komponensek nulla értéket vegyenek
fel az N hiperfeliileten. Igy az O halmaz felett léteznek olyan « és (4 sima fuggvenyek
amelyekre oy = —3(9uu/0r) |r=0 ¢ Baly = —3(99ua/Or) |,—o teljesiil, tovabba O felett
a legaltalanosabb téridémetrikat a

ds?* =2 (dr —r-adu—r71-084 dxA) du + yap dz?dz? (2.1.2)

alakban frhatjuk fel, ahol o, B4 és vap az u,r, 23,

., x™ valtozok sima fliggvényei, vap
pozitiv definit (n — 2) x (n — 2)-es méatrix, valamint a nagy latin indexek mindeniitt a

3,...,n értékeket veszik fel.

Erdemes megemliteni, hogy a 3, = B4 (dz?), és a Ya = Yap (dz?), (dz?), kifejezések
fiiggetlenek az (23, ..., 2") lokalis koordinatdk megvalasztasatol, és igy az O tipusi nyilt
kornyezetek O uni6jan — mely abban az esetben, ha X az N hiperfeliilet globalis szelése, az
N egy teljes M-beli nyilt kornyezetét adja — az u és r koordinatakkal egyiitt jol definidltak.
A k% és 0* vektormezSk merdlegesek [,-ra és yu-re, azaz Bk = (.04 = 0 és yuk® =
Yapl® = 0, tovabba O felett a téridémetrikat — az (23, ..., 2") lokalis koordinatékra valo
hivatkozés nélkiil — megadhatjuk a

Gab = 2 (V(ar —r-aVeu—r- B(a) Vit + Yap (2.1.3)

alakban is.

Az O nyilt kérnyezet C'* modon folidzhato az u = allando és r = allando (n — 2)-
dimenzios ¥, , szintfeliiletekkel. Az ezeken a feliileteken indukalt metrikat a

Gab = T2 Bcﬁc éagb -2 Tﬁ(agb) + Yab (214)

alakban adhatjuk meg, melyb6l azonnal latszik, hogy AN-en, és altalaban csak ott, a qu
és vap metrika egybeesik.
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2.1.4. Csapdazott feliiletek

Ahogy az a bevezet6bdl is kideriilt, a kettd kodimenzioval rendelkezé csapdazott, illetve
nemcsapdazott feliiletek fontos szerepet jatszanak vizsgalataimban. Ezért most réviden
felidézem a kapcsolodo fogalmakat.

Tekintsiink egy (n—2)-dimenzios sima, irdnyithato, hatar nélkiili kompakt . feliiletet
az n-dimenzios (M, g.p) téridében. Legyenek (* és n® az . feliileten értelmezett sima,
jove- és multirdnyt, fényszerd vektormezdk, amelyek eleget tesznek az n®f, = 1 normalasi
feltételnek, tovabba merdlegesek .-re, azaz barmely az .7 feliiletet érinté X* vektorra
Janl? X = gun®X®| » = 0 teljesiil. Vegyiik észre, hogy ezek a feltételek automatikusan
biztositjak azt, hogy sem ¢, sem pedig n* nem valhat nullvektorra .#-en. Tekintsiik most
azokat az N és L fényszeri hiperfeliileteket, amelyeket kiilon-kiilon az .& feliiletrsl £ és
n® érintGvektorral inditott fényszerd geodetikusok feszitenek kil Az ¢ és n® vektorme-
z0k, ezen geodetikus menti parhuzamos eltolassal, kiilon-kiilon kiterjesztheték N-re és
L-re. Jelolje u és r ezen geodetikus csaladok olyan szinkronizélt affin-parametrizacioit,
amelyekre u = r = 0 az . feliileten! A fenti konstrukci6 kovetkeztében az N és L fény-
szeri hiperfeliiletek simak . elegendéen kicsiny kornyezetében, tovabba az u = dllando
és r = dllandé szintfeliiletek egy sima .%, és .7, foliaciojat adjak N -nek és L-nek a kér-
déses kornyezetben. Jeloljiik e,-val az .7, és ., szintfeliileteken indukalt, g,, metrikdhoz
tartozo térfogatelemet. Ekkor az (¢ és n® fényszert vektormezskre vonatkozd expanziot

az
£Lre,=0We, és £,e,=0M¢, (2.1.1)

osszefiiggésekkel definialjuk, ahol £, és £,, az (* és n® fényszert vektormezsk menti Lie-

derivaltakat jeloli.

Penrose eredeti definiciojat [86] kovetve, egy négydimenzios térids valamely kétdi-
menzids . feliiletét akkor nevezziik jové-, illetve mult-csapdazottnak, ha mindkét, ra
merélegesen jovo, illetve miult iranyban inditott fényszerd geodetikus csalad konvergél
.-en. Ennek megfelel6en a csapdazott, nemcsapdazott, illetve marginalis feliileteket az
alabbiak szerint definialjuk.

2.1.6. Definicid. Legyen egy (n — 2)-dimenzids sima, irdnyithato, hatdr nélkili kompakt
S feliilet az n-dimenzios (M, gqp) téridében. Ekkor az 7 feliletet akkor nevezzik csap-
ddzottnak, ha a 09 és 0™ expanzick egyike nem negativ, mig a mdsik nem pozitiv . -en
gy, hogy kézben eqyik expanzid sem vdlik azonosan zérussd. Hasonldan, (n—2)-dimenzids
S feliiletet akkor nevezziik nemcsapddzottnak, ha a 89 és 6™ expanziok egyidejileg nem
negativak, vagy nem pozitivak 7 -en, ugyanakkor eqyik erpanzio sem vdlik azonosan zé-
russd. A hatdresetben, azaz amikor a 09 és 0" expanzick egyike azonosan nulla, a

feliiletet margindlisan csapddzottnak nevezziik.
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Erdemes észben tartani, hogy az (n — 2)-dimenziés sima, irdnyithato, hatar nélkiili
kompakt . feliiletek halmaza sokkal tagabb, mint azt a fenti harom kategoria megen-
gedné, azaz rengeteg olyan feliilet 1étezik, amelyik ezen kategoriak egyikébe sem tartozik.
Ennek belatasdhoz elegendd csak arra gondolni, hogy egy marginélis csapdazott .7 feliilet
mindig deforméalhat6 tgy, hogy a deformacié utén az eredetileg azonosan zérus expanzio
helyett kapott expanzio elGjelet véltson.

2.2. Feketelyuk-téridék

Ahogy az az el6z6 részben megfogalmazott definiciobdl is kideriil, a Penrose altal beve-
zezett [86] csapdazott feliilet fogalma éppen annak a fizikai elrendezésnek a geometrizalt
megfogalmazésa, amely akkor valosul meg, amikor a tér valamely véges kiterjedésii, loka-
lizalt részében a gravitiacié mar olyannyira erds, hogy onnan még a fény sem tud kiszokni,
azaz a kifelé inditott fénysugarak altal kirajzolt hullamfrontok felszine sem névekszik az
idében elérehaladva. Erdemes megjegyezni, hogy ilyen tipust csapdazott feliiletek létezé-
sének altalanos vizsgéalatat Schoen és Yau végezték el elsként. Az talaltdk, hogy Einstein
gravitacivelméletében sziikségképpen kialakulnak csapdazott feliiletek, amikor elegendGen
sok energia halmozodik fel egy megfelelGen kicsiny térrészben [107]. Nemrégiben, a gra-
vitacios sugarzas esetleges bezarodasanak tanulméanyozasa kapcsan, hasonlé motivacioja
vizsgalatok ismét az érdeklddés kozéppontjaba kertiltek [24, 68].

A bevezetGben méar emlitettem, hogy feketelyukon intuitiv alapon olyan — eddig még
meg nem hatarozott értelemben — lokalizalt tartomanyt értiink, amelybdl semmiféle fizi-
kai hatés felhasznaldsédval nem lehet informéaciot kijuttatni a feketelyukon kiviili térids-
tartomanyban 1évé megfigyel6khoz. A lokalizéltsdggal kapcsolatos elvarasunkhoz is jol
illeszkedik az, ha a feketelyuk-tartoményon olyan események Osszességét értjiik, amelyek
kiilon-kiilon egy-egy jové értelemben csapdézott feliilethez tartoznak. Ebben az esetben
a feketelyuk-tartomany hatérat — erre a Hawking altal bevezetett ,, apparent horizon”
elnevezés alapjan, mint ,, latszolagos horizontra” hivatkozhatunk, bar sokkal inkdbb a
,, dinamikai” vagy ,, csapdazasi horizont” elnevezés illene hozzé — varakozésaink szerint
marginélisan csapdéazott feliiletek feszitik ki. A feketelyukak fizikdjan beliil a kozelmult
egyik legjelentGsebb eredménye éppen az volt, amikor az Einstein-féle gravitacioelmélet-
ben sikeriilt igazolni a csapdézasi horizont létezését. Pontosabban fogalmazva [2, 3]-ben a
szerzGknek azt sikertilt bizonyitani, hogy amikor egy {%;} (parciélis) Cauchy feliiletekkel,
mint referencia foliazassal ellatott téridétartomanyban, valamely %, (parcialis) Cauchy fe-
lilleten talalhato egy .7y C % szigoru értelemben stabil marginalis csapdafeliilet, akkor a
%o kozelében fekvs 6, feliileteken talalhatok olyan ., marginalis csapdafeliiletek, melyek
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egy H = U7, nyilt csbszerd tartomanyt alkotnak €; kozelében. 3 Késsbb, a 7. fejezetben
visszatériink az imént emlitett, szigoru értelemben vett stabilitasi feltétel vizsgalatahoz.
Most, a részletek felidézése nélkiil, csak azt szeretném megjegyezni, hogy ez a feltétel 1é-
nyegében arra szolgél, hogy a feketelyuk-tartomanyon kiviil a jové értelemben csapdazott
feliiletek megjelenését kizarja.

Az iménti bekezdésben — anélkiil, hogy a feketelyuk fogalmat a lehetd legéltalanosabb
keretek kozott végleges definicioba foglaltuk volna — a geometrizalt elméletekben széles
korben alkalmazott fogalomalkotés legf6bb elemeit tekintettiik at. A szakirodalomban van
egy, ettdl a ,kvéazilokalis” megkozelitéstsl latszolag teljesen fiiggetlen, masik feketelyuk-
fogalom is, mely a stacionérius és aszimptotikusan sik, vagy aszimptotikusan anti de-Sitter
feketelyuk-téridsk vizsgalata soran alakult ki, illetve er6s6dott meg. Fontos hangsulyozni,
hogy mindkét esetben éppen az aszimptotikusnak tekinthetd tartomény léte teszi lehetGve
a feketelyuk-definicié alabbi megfogalmazasat. Talan a legfontosabb kozos tulajdonsaguk
az, hogy az aszimptotikusan sik, illetve aszimptotikusan anti de-Sitter feketelyuk-téridék
esetében létezhetnek olyan, a feketelyuk-tartoménytol tavol esé megfigyelSk, melyek az
altaluk mért sajatidében elvileg végtelen hosszu ideig élhetnek, mikézben mindvégig az
aszimptotikus tartoményban maradnak. Ilyen esetben a téridg feketelyuk-tartoményéan a
téridének azt a részét értjiik, mely az Osszes ilyen tavoli megfigyel§ altal lathato tarto-
manybol hidanyzik.

Figyelemre mélto, hogy az imént felidézett fogalomalkotas soran az aszimptotikus
tartomény konkrét geometriai tulajdonsagai — azon az elvarason tul, hogy benne olyan
megfigyelSk létezhetnek, amely megfigyel6k a sajatidejiikben mérve elvileg tetszélegesen
sokéig élhetnek és barmikor megfigyeléseket végezhetnek — egyaltalan nem jatszanak sze-
repet. Ez ad lehetdséget az alabbi, a szokésos targyalasnal (lasd példaul a [53, 115, 25|
referencidkat) altalanosabb fogalomalkotasra.

Az (M, g.) téridben futé A iddszert gorbét kiterjeszthetetlennek nevezziik, ha M-ben
sem jovo, sem pedig mult végpont nem tartozik hozza. A X id&szert, kiterjeszthetetlen
gorbét teljesnek nevezziik, ha sajatidé-paraméterének tetszdéleges negativ vagy pozitiv
értékére értelmezett.

2.2.1. Definicio. Legyen (M, gqp) erdsen kauzdlis téridd és jelolje M' az M sokasdg azon
részhalmazdt, amelyet az (M, g.p) tériddben futd, kiterjeszthetetlen és teljes iddszerd gorbék
pontjai hatdroznak meg. M' dltaldban mazximdlis, dsszefiiggd halmazok diszjunkt unidja-
ként adhato meg. Jeldlje Mys, az eqyik ilyen maximdalis, dsszefiiggd komponenst, melyet
ezentil az (M, gqp) téridd aszimptotikus tartomdnydnak neveziink. Ekkor azt mondjuk,

SFontos megemliteni, hogy amikor a szigort értelemben vett stabilitasi feltételtsl eltekintiink, ak-
kor eléfordulhat, hogy egy marginalis csapdafeliilet nem a feketelyuk-tartomany hatéran, hanem annak
belsejében helyezkedik el [8].
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hogy az (M, gay) téridében az My, aszimptotikus tartomdnyra vonatkozdéan taldlhato fe-
ketelyuk, ha az M,s, aszimptotikus tartomdny kronoldgiai mailtja, 1~ [M,s.], nem a téridd
alapsokasagdval esik egybe. Ekkor a

B=M\I [My,)]#0 (2.2.2)
részhalmazt feketelyuk-tartomdanynak nevezzik.

Hasonléan, amikor az M,s, aszimptotikus tartomanyban futo, tetszélegesen hosszi
élettartammal rendelkezd megfigyelk kronologiai jovGjének unioja, azaz I [M,s,] nem a
teljes téridGvel esik egybe, akkor a

W= M\ IT[M,..] %0 (2.2.3)

részhalmazt az M,,, aszimptotikus tartoméanyra vonatkozé fehérlyuk-tartomanynak ne-
vezziik. Mivel altaldnos az a vélekedés, hogy az aszimptotikus tartomannyal rendelkezé
téridékben dinamikai folyamat révén fehérlyuk-tartomany sohasem alakulhat ki, a tovabbi
vizsgalataink soran kiindulasként mindig olyan téridé-modelleleket tekintiink, amelyekben
nincs fehérlyuk-tartomany, azaz feltessziik, hogy

M = IT[M,,.]. (2.2.4)

2.2.2. Definicié. Az M,,, C M aszimptotikus tartomdny kronoldgiai miltjinak és jovd-
jének metszetét a kiilsé kommunikdcio tartomdnydnak nevezzik és D-vel jelolyik. Amikor
(2.2.4) teljestil,

D =1"[M,.]. (2.2.5)

2.2.3. Definicio. A téridd jovd eseményhorizontjan a kiilsé kommunikdcios tartomany

hatdrdt, azaz az

N =8I [M,.] (2.2.6)

reldacioval meghatdrozott halmazt értyiik.

Az utébbi hiperfeliilet valasztja el az aszimptotikus tartoméanyban futé megfigyelSk
altal elvileg észlelhets eseményeket a feketelyuk-tartomanyon beliil elhelyezkedd esemé-
nyektsl. Mivel ez egy milt-halmaz hatara, gy is gondolhatunk ra, mint arra a ,legkiilss”

hulldmfrontra, amely méar éppen nem érheti el az aszimptotikus tartomanyt.

Mivel az N jov6 eseményhorizont egy milt-halmaz hatara, megmutathato, hogy N
legalabb lokalisan eleget tesz a Lipschitz-féle feltételnek, azaz legalabb C'~ differencalha-
tosagi osztalyba tartozik [53]. Mivel N egy mult-halmaz hatéra, az is bizonyithato, hogy
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barmely jovSiranyt, fényszert geodetikus generatora maximalis, és végig az N feliiletben
fut [53, 87, 115]. Igy a horizont szerkezetének véltozasara az az egyediili lehetéség, ha
geodetikus generatorok csatlakoznak a méar meglévékhoz.

Annak megmutatasahoz, hogy az imént bevezetett feketelyuk-fogalom, bizonyos koriil-
mények kozott, jol Osszeegyeztethets a fejezet elején ismertetett kvazilokalis definicioval,
érdemes felidézni Penrose ,kozmikus cenzor” létezésére vonatkozo hipotéziseit (86, 88, 89|.
A hipotézis els6 és egyben gyengébb verzidja azon elvarasunkat fejezi ki, hogy a dinami-
kai folyamatok sorén, amikor egy csapdazott felillet megjelenése a szingularitas-tételek
értelmében automatikusan maga utan vonja a téridG-szingularitasok kialakulasat is, az
igy létrejott szingularitdas az aszimptotikus tartomanyban 1évé megfigyelGktsl elrejtve,
mindig csak az eseményhorizont moégott, a feketelyuk-tartomanyban jelenhet meg [86].
A kozmikus cenzor hipotézis erds alakjanak megfogalmazasakor Penrose tovabbment, és
azt a varakozast fogalmazta meg, hogy az elegendGen altalanos téridék mindig globalisan
hiperbolikusak, azaz valamely Cauchy-feliileten megadott reguléaris kezdGadatok idéfejls-

dése révén jonnek létre |88, 89|.

Hawking, az aszimptotikusan sik feketelyuk-téridék Einstein-elméleten beliil végzett
vizsgalata soran, az imént emlitett gyenge és erds kozmikus cenzor hipotézis kozott el-
helyezkedd, kozbiils6 cenzor hipotézisnek tekinthets, alabbi feltételt hasznalta [54, 53|.
Feltette, hogy a vizsgélt aszimptotikusan stk feketelyuk-téridé erds értelemben aszimpto-
tikusan megjosolhatd, azaz a feketelyuk-téridében talalhato olyan (M’ gq) globalisan hi-
perbolikus résztéridd, mely tartalmazza a kilsé kommunikdcios tartomdny I~[M,s,] N M
lezartjat, azaz egyarant magaba foglalja az eseményhorizontot N = 91~ [M,s,], vala-
mint az D = I1t[M,.] \ B tartomanyt. Hawking bizonyitotta [54, 53|, hogy az erds
értelemben aszimptotikusan megjosolhaté négydimenzios feketelyuk-téridékben talalhato
barmely csapdazott feliilet — azaz minden olyan kompakt kétdimenzios irdnyithato feliilet,
amelyen még a kifelé inditott, jovGiranyn, fényszerd geodetikusok expanzidja is minde-
niitt nem pozitiv —, még a legkiils6 marginélis is, sziikségképpen a feketelyuk-tartomanyon
beliil helyezkedik el.

2.3. Stacionarius feketelyukak

Ebben a fejezetben a stacionarius feketelyuk-téridék legfontosabb tulajdonsagait idézem
fel. Egy feketelyuk-térid6t stacionariusnak tekintiink, ha talalhaté benne olyan Killing-
vektormezd, amely idGszerid a feketelyuktol tavol esd, aszimptotikus tartomanyban.

2.3.1. Definicio. Legyen (M, g.) erdsen kauzdlis feketelyuk-téridé az My, C M aszimp-
totikus tartomdnyra nézve (ldisd a 2.2.1.definiciot). ¢, pedig legyen az (M, gap) tériddn
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hato egyparaméteres izometriacsoport, melyet eqy t* Killing-vektormezd generdl. Ekkor az
(M, gap) feketelyuk-téridot staciondriusnak nevezzik, ha az aldbbi feltételek teljesiilnek:

(i) Az M, aszimptotikus tartomdnyban taldlhato eqy € sima, akauzdilis, az M, tar-
tomdnyban hatdr nélkili hiperfelilet vgy, hogy € = €5 U %", ahol €' és ¢’
részhalmazok diszjunktak.

(ii) €1 az R"'\ B(R®*) halmazzal diffeomorf, ahol B(R*"¢) az R"~! halmaz R

sugarid, zdrt gombjét jelols.

(111) A t* Killing-vektormezd szigori értelemben iddszerd €5 felett, azaz létezik olyan
gr > 0 wvalds szdm, amelyre —t%t, > &; tetszbleges p € € pontban teljesiil.

(iv) Amikor az (M, ga) téridében valamilyen anyagmezd taldlhato, akkor az azt megje-
lenitd tenzormezd is legyen tnvarians ¢, hatdsdra nézve.

Az imént meghatéarozott feketelyuk-téridékben az aszimptotikus tartomény staciona-
rius részét egyszertien a €' halmaz M5 = {5} = Ucry[€5'*] palyajaként
definialhatjuk. Erdemes azt is megjegyezni, hogy a t* Killing-vektormezs M**“-ban futé
Killing-palyai kiterjeszthetetlen, teljes, idészerd gorbék, azaz M C M,,.. Ennek be-
latasahoz idézziik fel, hogy amikor a t* Killing-vektormezére vonatkozo V,t, + Vit, = 0
Killing-egyenletet a t*t® kifejezéssel kontrahaljuk, akkor a t°V.(t*,) = 0 egyenlethez ju-
tunk. Ennek megfeleléen, az M*% C M tartoméanyban idészertd t* Killing-vektormezs
barmely ottani integralgérbéje mentén a gorbe s(t, o) = ft —19,)"/2dt’ sajatidében mért
hossza mind milt, mind pedig jov6 iranyban pontosan akkor nem korlatos, amikor a ¢
Killing-paraméterre ugyanez a feltétel teljesiil. Mivel a ¢; izometria-csoport globalis, azaz
tetszdleges t valos értékre értelmezett, az M5 tartomanyban futo idészert Killing-palyak
sajatidében mért hossza sem korlatos.

Mivel Ms$tec felett t* szigort értelemben idészerd, az is belathato, hogy barmely p €
¢ s q € € pontparra v, NI (q) # 0 és v, 1 (q) # 0, ahol 7, a p pont ¢p{p} palyajat
jeloli. Igy az is megmutathato, hogy tetszéleges p €%19¢ és ¢ € M,,. pontpéarhoz talalhatok
olyan ¢} és t; valos szamok, hogy q € I‘(qﬁt; (p)) és q € I+(¢t; (p)). Mindezek alapjan
IH[M5€] D IT[Mys,] és I7[M5¢] D [~ [M,s,], ami M5 C M,,, miatt azt adja, hogy
IF[Mstee] = [£[M,,.]. Most megmutatjuk, hogy mindezeken feliil [25] 3.1.lemmé&jénak
allitasa is igaz marad a 2.3.1. definicibban kivélasztott stacionarius feketelyuk-téridskre.

2.3.1. Lemma. Legyen (M, gw) egy staciondrius feketelyuk-téridd és Q C M eqy ¢4-
invaridans részhalmaz, azaz $p{Q} = Q. Ekkor IT[Q] D M, vagy I'[Q] N M5 =), és
hasonléan I~[Q] D M=, vagy I~ [Q] N M5t = ().
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Bizonyitas: Tegyiik fel, hogy IT[Q]N M5 £ () ésp € IT[Q]NM*=c. Mivel p{I7[Q]} =
It[p{Q}] = I'T|Q)], és hasonloan, mivel p{Ms'} = M5 ekkor barmely ¢ € R értékre
ée(p) € IT[Q] N M5* azaz a p ponton atmend v, = ¢p{p} palya az I7[Q] N M*"*“ halmaz
részhalmaza. Felhasznalva ekkor, hogy tetszéleges ¢ € M*®%¢ valasztas mellett mindig ta-
lalhato olyan elegendGen nagy abszolutértékd ¢, negativ valos szdm, hogy ¢ € 1 +(¢t; (p)),
azt kapjuk, hogy M*®'%¢ C It (v,) C IT[Q], amint azt meg szerettiik volna mutatni. O

Befejezésiil idézziik fel a sztatikus, valamint az olyan stacionérius és tengelyszimmet-
rikus feketelyuk-téridék fogalmat, amelyek az tigynevezett ¢ — ¢ tiikrozési szimmetriaval
is rendelkeznek.

2.3.2. Definicid. Az (M, gu) staciondrius feketelyuk-tériddt sztatikusnak nevezzik, ha a
t* Killing-vektormezd hiperfelilet-merdleges, azaz t-ra a t;,Vilg = 0 egyenlet teljesiil.

Ekkor a ¢, Vyty = 0 feltétel, valamint a Frobenius-tétel (lasd példaul a [115]-as re-
ferencia B.3. appendixét) felhasznalasaval megmutathato, hogy barmely p € M ponthoz
léteznie kell olyan O, nyilt kornyezetnek, valamint ¢, f : O, — R sima fiiggvényeknek,
hogy t, = f V.t az O, kérnyezetben. Tegyiik fel, hogy t* hiperfeliilet-meréleges és Cy, a
t = to hiperfeliilet egy olyan darabja, ahol t* nem ttinik el. Legyenek (2%, ..., 2") lokélis
koordinatak C,,-on. Ezeket, a t* integralgérbéi mentén fixen tartva, kiterjeszthetjiik a Cy,
halmaz ¢{C;, } palyajara, ahol a t, 22, ..., 2" fiiggvények lokalis koordinatakat hataroznak
meg, és ¢p{Cy, }-on a téridémetrikat a

ds? = F dt* + hop dz®da”’ (2.3.7)
alakban adhatjuk meg, ahol F és h,p az (22,...,2") koordinatak sima fiiggvénye, h,gs
pozitiv definit metrika, valamint az «, § indexek most a 2, ..., n értékeket vehetik fel. A

(2.3.7) alakbol nyilvanvaloan latszik, hogy minden sztatikus téridémetrika rendelkezik a
t id6tiikrozési szimmetriaval, azaz az ivelem alakja nem valtozik a t — —t transzformécio
alkalmazésa soran.

2.3.3. Definicié. Azt mondjuk, hogy az (M, gu) feketelyuk-téridé staciondrius és ten-
gelyszimmetrikus, ha a t* staciondrius Killing-vektormezd mellett létezik egy olyan mdsik
térszeri ¢* Killing-vektormezd s, melynek pdlydi zdrtak, tovabbd a t* és ¢* vektorme-
20k kommutdlnak. Azt mondjuk, hogy az (M, ga) staciondrius és tengelyszimmetrikus
feketelyuk-téridd rendelkezik a t — o tikrozési szimmetridval, ha tériddpontonként a t* és
©* Killing-vektormezdkre merdleges (n—2)-dimenzios vektorterek integralhatok, azaz taldl-
hato hozzdjuk olyan (n — 2)-dimenzids hiperfelileteknek eqy kétparaméteres serege, melyet
at® és p* Killing-vektormezdkre merdleges vektorok mindenditt érintenek.
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Carter egy fontos eredménye [19] alapjan tudjuk (lasd a [115]-es referencia 7.1.1. té-
telét is), hogy egy stacionarius és tengelyszimmetrikus téridg biztosan rendelkezik a t — ¢
tiikrozési szimmetridval, ha

(1) a tpsVeta vagy tupsVetq kifejezések elttinnek legaldbb egy téridépontban, to-
vabba

(2) a t*R,Ctep? és " R,bpetd kifejezések mindeniitt eltiinnek, ahol Ry, a Ricci-tenzort
jeloli.

Az els6 feltétel meglehetésen gyenge, hiszen biztosan teljesiil, ha a t* és ¢® vektorok
kozil legalabb az egyik elttinik valamelyik pontban. A méasodik feltétel is azonnal teljesiil,
ha R,, = 0, vagy olyan specialis esetekben, mint példaul az Einstein-elméletben egy
elektrovakuum, vagy egy olyan tokéletes folyadék esetén, amikor a folyadék négyessebesség
vektora mindeniitt a t* és ¢ vektorok altal kifeszitett sikban fekszik [19].

Amikor a téridé rendelkezik a t — ¢ tiikkrozési szimmetridval, az integralhato (n —
2)-dimenzi6s hiperfeliiletek egyikén bevezetett (x®,...,2") lokélis koordinatdkat a t* és
©® vektormez6k pélyai mentén elterjesztve, majd ezekhez hozzévéve a t és ¢ Killing-
paramétereket, egy olyan (¢, p, 23, ..., 2") lokalis koordin4tarendszerhez jutunk, amelyben
a téridometrikat a

ds? = Fdt* + G dtdp + H dp* + yap dv*ds® (2.3.8)

alakban adhatjuk meg, ahol F, G, H és yap az (23,...,2") koordinaték sima fiiggvényei,
vap pozitiv definit metrika, valamint az A, B indexek a 3,...,n értékeket vehetik fel.
A (2.3.8) alakbol nyilvanvaloan latszik, hogy az ily moédon meghatarozott téridémetrika
valoban rendelkezik a t — ¢ tiikrozési szimmetriaval, azaz az ivelem alakja nem valtozik a

t — —t és p — — transzformaciok egyidej alkalmazasa soran.

2.4. Killing-horizontok

A bevezetében emlitettem, hogy a stacionarius feketelyuk-téridék eseményhorizontja az
ismert specialis megoldasok esetén egyben mindig egy Killing-horizont is. Ebben a feje-
zetben olyan (M, g,;) téridoket tekintiink, amelyekben létezik Killing-horizont. Igy fel-
tessziik, hogy (M, gap)-n megadhatd olyan y, egyparaméteres izometriacsoport, melyet
valamely &% vektormezG generéal.

2.4.1. Definicio. Az N hiperfeliiletet az (M, gu) téridé £* Killing-vektormezdjéhez tar-
tozo Killing-horizontjanak nevezziik, ha N a £° dltal generdlt x, izometria-transzformd-
ciokra nézve invaridns fényszerd hiperfeliilet, tovdbbd £°6, = 0 N -en.



32 2. FEJEZET. FEKETELYUK-TERIDOK

Altaldban feltételezziik, hogy N egy C°° hiperfeliilet. Ebben a vonatkozasban érde-
mes felidézni, hogy — amint azt a [26, 41| munkak szerzéi megmutattak — amennyiben a
stacionarius feketelyuk-térids sima vagy analitikus (azaz mind az M sokasag, mind pedig
a gap metrika sima vagy analitikus), akkor az eseményhorizont is sima vagy analitikus
hiperfeliilete a vizsgélt téridének.

Emellett az egyszertiség kedvéért azt is feltessziik, hogy N trivialis szorzattopologidval
rendelkezik.

2.4.1. Feltétel. Megkoveteljiik, hogy £* Killing-vektormezd minden pdlydja legyen R-rel
diffeomorf, tovdbbd létezzen N -nek a pdlydkra nézve globdlis szelése, azaz egy olyan X
részsokasdga N -nek, amelyet minden pdlya pontosan eqyszer metsz.

Ekkor N valoban az R x X topologiaval rendelkezik. A feltétel azon része, hogy
minden Killing-palya R-rel diffeomorf, kizarja azt a lehetGséget, hogy a y, izometria-
transzformécionak lehessen fix pontja N-en. Feltételiink kizarja az olyan, a korrel dif-
feomorf palyak 1étét is, mint amilyenek példaul a Taub-NUT térid6 Cauchy-horizontjan
talalhatok. A korrel diffeomorf palyak — mint fényszert geodetikusok — jelenléte biztosan
a kauzalitas sériilésével jarna egyiitt. Igy, ha az (M, gap) térids eleget tesz az erds kauza-
litdsi feltételnek, és a Y, izometria-transzformécionak nincs fix pontja N -en, akkor N -hez
talalhatok lokalis szelések, azaz N egy R struktiracsoporti principalis szalnyalab szerke-
zetével rendelkezik. Ha ezen feliil a Killing-palyak tere Hausdorff-féle topologiaval lathato
el, akkor N trivialis szalnyalab szerkezett [110], azaz a fenti feltétel azonnal teljesiil. Igy a
2.4.1 feltétel mindig teljesiil erésen kauzalis téridékben, amennyiben &% vektormezé sehol

sem valik zérussa az N feliileten.

2.4.2. Definicié. AzH C M részhalmazt az (M, gap) téridd kettéhasado Killing-horizont-
jdnak nevezziik, ha H két, a Ha és a Hp — a Xy 1zometria-transzformdcidcsoport hatdsdra
nézve — Killing-horizont unidjaként dll eld, melyek eqymdst egy (n — 2)-dimenzids térszerd
S feliiletben metszik.

Nyilvanvalo, hogy . pontjainak invariansnak kell lennie a x,, csoport hatasaval szem-
ben. Ezért a £* vektormezs biztosan zérussa vélik az & feliileten, és igy specidlisan H
nem tehet eleget a 2.4.1feltételnek. Az is belathato, hogy minden irédnyithatd és ido-
iranyithato téridében, amelyben megadhaté egy olyan nem trividlis egyparaméteres izo-
metriacsoport, mely valamely sima, irdnyithato, (n — 2)-dimenzios, térszert .7 sokasag
pontjait fixen hagyja, akkor az . feliiletre merdéleges, fényszerti geodetikusok altal kife-
szitett hiperfeliiletek egy kettéhasadé Killing-horizontot hatédroznak meg. Ekkor az .7
feliilet kiegészits halmaza — tigy, ahogyan a bevezetGben ismertetett Schwarzschild-téridg
esetében is — négy, nem Osszefiiggd részbdl all, melyek mindegyike kiilon-kiilon eleget tesz
a 2.4.1 feltételnek.
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2.5. Feliileti gravitacio

2.5.1. Definicié. Mivel a £* Killing-vektormezd merdleges az N feliiletre, tovdbbd N -et
a £\ = 0 feltétel jelol ki, biztosan létezik olyan k : N'— R fiigguény, melynek értéke a

V(€)= —re” (251)

eqyenlet dltal adott. Ext a K fligguényt nevezziik felileti gravitdcionak®.

A (2.5.1)-es egyenletbdl — a metrika és a belSle szarmaztatott strukturaknak a x,
izometria-transzformaciokra nézve invarians voltabol kévetkezGen — egyrészt az latszik,
hogy k értéke allando6 x, palyai mentén, azaz £Ler = 0, masrészt az N feliilet generalo
Killing-palyak fényszert geodetikusok, mivel a palyak £ érint6vektora N -en eleget tesz a

VT = k" (2.5.2)

geodetikus egyenletnek.

Az utobbi egyenlet értelmében, ha x értéke nulla valamely N-en futé v Killing-palya
mentén, akkor az v Killing-paraméter egyben ~ affin paramétere is. Igy ~ geodetikus ér-
telemben is teljes, azaz az affin paraméter tetszélegesen nagy és kicsiny értékeire egyarant

®u affin paraméter, tovabba a v mentén

értelmezett. Ha azonban x # 0, akkor A = e
parhuzamosan elterjesztett (¢ = (9/0\)® érint6vektormezot az (* = (1/k) e "™ £ alak-
ban adhatjuk meg. Mindezeknek megfelelen, ha x nem nulla v mentén, akkor + affin

értelemben nem teljes annak ellenére, hogy v teljes az u Killing-paraméterre nézve.

A fenti észrevételek alapjan alapvetGen fontos annak meghatarozasa, hogy milyen
feltételek mellett lehet a s feliileti gravitacio allando.

2.5.1. Tétel. Legyen N egy osszefiiggé Killing-horizont a £ Killing-vektormezére nézve.
Ha az dltaldnositott domindns energiafeltétel teljesiil a tériddben, akkor a k felileti gravi-
tdacio dllando N -en.

Bizonyitas: Ismert — lasd példaul [115] (12.5.30)-as egyenletét —, hogy a feliileti gravi-

tacio eleget tesz a

f[ava}"i = _é[aRb]ege (253)

6A feliileti gravitacio elnevezés onnan adodik, hogy egy sztatikus feketelyuk esetében éppen k értéke
mondja meg, hogy egy sulytalannak és eltéphetetlennek gondolt kotél végét a feketelyuktol végtelen nagy
téavolsagban tartva mekkora erdt kellene kifejtenem ahhoz, hogy egy egységnyi tomegii testet nyugalomban
tarthassak a feketelyuk horizontjan. [Lasd példaul a [115]-as hivatkozas 332.oldalan talalhato érvelést!]
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relacionak. Mivel a £* Killing-vektormezé fényszerd N -en, tovabba x alland6 az N Killing-
horizontot generélo fényszeri geodetikusok mentén, a (2.5.3) relaciot £%-val kontrahélva
azt kapjuk, hogy a R, £2€° kifejezés sziikségképpen zérus N-en. Ebbdl azonnal kovetkezik,
hogy az R%.&° vektor merdleges £%ra, azaz érinti N-et. Az altalanositott energiafelté-
telt felhasznalva most megmutatjuk, hogy R®.£° val6jaban parhuzamos &%-val. Ennek
belatasdhoz idézziik fel el6szor, hogy £ fényszertisége folytan a

0= Rap £°€" = Gap €°€" + fgap £°€° (2.5.4)

relacio teljesiil V-en. Ennek megfelelGen a G%, £+ f£2 vektor érinti NV-et, ugyanakkor, az
altalanositott dominans energiafeltétel értelmében, G% £ + € mindeniitt vagy idSszert,
vagy fényszerti. Mindezekbdl az kovetkezik, hogy A -en mind G% £° + f£%, mind pedig a

R%€" = [G% € + f€°] + (%R - f) ¢ (2.5.5)

vektormez$ aranyos &%-val. Igy a §oRy“Ee = 0 relacio teljesiil NV-en, amibdl (2.5.3)
figyelembe vételével az adodik, hogy

§aVyr =0, (2.5.6)

azaz a r feliileti gravitacio sziikségképpen allandé A -en. O

Erdemes megjegyezni, hogy az imént bizonyitott tétel a feketelyuk-termodinamika
nulladik f6tételének (lasd példaul 115, 117]) érvényességi korét is meghatérozza. Mivel
a feliileti gravitacid a stacionarius feketelyuk altal keltett Hawking-sugarzas hémeérséklet
paraméterével egy konstans szorzo erejéig megegyezik, a fenti tétel feltétele pontosan azt
hatarozza meg, mikor lesz valamely, geometriai értelemben egyenstlyban 1év6 feketelyuk
termodinamikai értelemben is egyenstilyban, azaz mikor lesz a kérdéses feketelyuk egyetlen
hémeérsékletparaméterrel jellemezhetd.

Az alabbi két allitas csak a négydimenzios elméletekre vonatkozik.

2.5.2. Tétel. Legyen N az (M, gq) négydimenzids téridében eqy dsszefiiggd Killing-hori-
zont a £* Killing-vektormezdre nézve. Ekkor a k feliileti gravitdcio pontosan akkor dllando
N-en, ha a £%-hoz tartoz6 wy = €uea?NVE? Grvénymezd kiilsé derivdltja nulla a horizon-
ton, azaz

Viewy| = 0. (2.5.7)
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Bizonyitas: A [115]-es hivatkozas (7.1.15)-0s egyenlete értelmében a £* Killing-vektor-
mez6hoz tartozo orvénymezé eleget tesz a

v[awb] - _Eabcdg[cRd]ege (258)

egyenletnek. Osszevetve ezt a (2.5.3) egyenlettel azt kapjuk, hogy a horizonton

1
§a VK = _Z6abcdv[cwd] ; (2.5.9)

amibdl a tétel allitasa azonnal kovetkezik. O

A fenti tétel, bizonyitasanak egyszertisége ellenére, nagyon fontos kovetkezményekkel
bir, melyeket az alabbi allitasban fogalmaztam meg [92]. Erdemes megjegyezni, hogy
ezen kovetkezmények tovabbi specializalasaként visszakapjuk Carter [21] néhany idevago
korabbi eredményét is, bizonyitva azt, hogy minden sztatikus, vagy olyan stacionarius és
tengelyszimmetrikus feketelyuk-téridé esetén, mely rendelkezik a ..t — ¢” koordinatakra
vonatkozo tiikrozési szimmetriaval is, a feliileti gravitacio sziikségképpen éallandé a hori-
zonton.

2.5.1. Kovetkezmény. Legyen N az (M, gu) négydimenzids téridében egy dsszefiiggd
Killing-horizont a £* Killing-vektormezdre nézve. Ekkor

(i) Ha £ hiperfeliletmerdleges, akkor k dllands N -en. Specidlisan, r dllandé barmely
sztatikus feketelyuk eseményhorizontjan.

(i1) Ha létezik egy mdsik ¢v* Killing-vektormezd, mely linedrisan fiiggetlen £*-tdl, kom-
mutdl £*-vel, tovdbbd a horizonton V,(¢°wy) = 0, akkor r dllandé N -en. Specidli-
san, ha a feketelyuk-téridd staciondrius €s tengelyszimmetrikus, tovdabbd rendelkezik
a t — ¢ koordindatdikra vonatkozo tikrézési szimmetridval, akkor k dllando az ese-
ményhorizonton.

Bizonyitas: Az (i) pontban megfogalmazott elsg &llitas helyessége azonnal lathato,
ha figyelembe vessziik, hogy &% hiperfeliilet-merélegessége ekvivalens azzal, hogy w, =
0. A masodik allitds abbol kovetkezik, hogy a hiperfeliilet-meréleges, sztatikus Killing-
vektormez§ éppen a horizontot generald £ Killing-vektormezgvel esik egybe.

Az (ii) pontban megfogalmazott elsé allitas indirekt bizonyitasahoz tegyiik fel, hogy
létezik olyan O nyilt részhalmaza N-nek, hogy O pontjaiban £, Vyr # 0. Ekkor — az
altalanossidg megszoritasa nélkiil — azt is feltehetjiik, hogy x # 0 O felett. Mivel £* és y®
Killing-vektormezdk, tovabba ¢ és £€* kommutél, O felett teljesiil a

0= £4(6%,) = 267" Vithy = =297 (£"Vi&a) = =2k 9%, (2.5.10)
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egyenl6ség, melybol az kovetkezik, hogy 1%nek érintenie kell az N hiperfeliiletet az O
részhalmaz folott. Amennyiben ¢® és &% parhuzamos — azaz valamely f fiiggvényre a
Y = f- £ relacio teljesiil O felett — ¥ és £€* kommutativitasabol €4V, f = 0 kovetkezik.
Masrészt, ekkor 1) is fényszert, tovabba a ¢*-hez tartozé & feliileti gravitacioraa k = f-k
relacio teljesiil. Alkalmazva ezek utan a (2.5.3) osszefiiggést k-ra és k-ra, azt kapjuk, hogy
£V f = 0. E két kovetkezményt dsszevetve az adodik, hogy V,f = 0 teljesiil O felett,
ami ellentmond a ® és £ linearis fiiggetlenségére vonatkozo feltételiinknek. Mindezekbdl
az kovetkezik, hogy léteznie kell egy olyan p € O pontnak, ahol ¢)* biztosan térszerd.

Mivel ¥* egy olyan Killing-vektormezs, amely kommutal £%-val, (2.5.1) alapjan azon-
nal adodik, hogy 1V, = 0 a p pontban. Mésrészt, (2.5.9) alapjan azt kapjuk, hogy

e 1€, Vo = VW (2.5.11)

Ismét kihasznélva azt, hogy a ¢® Killing-vektormez6 kommutal £%-val, az adodik, hogy
el — L Ive (! 1 _ Loep !
UVl = o [Ve(yw!) — £ywe] = 5V (Yrw?). (2.5.12)

Ezek utan figyelembe véve azt, hogy €% hiperfeliilet-meréleges N-en, azaz w, azonosan
elttinik, azt kapjuk, hogy mind e/ abz/;fgavbm, mind pedig ¥*V,k elttinik p-ben, amibdl —
az indirekt feltételezésiinkkel ellentétben — az kovetkezik, hogy £, Vs = 0 a p pontban,
ami igazolja a (ii) pont elsé allitasanak helyességét.

A (ii) pontban megfogalmazott masodik &llitas bizonyitasahoz idézziik fel, hogy Carter
eredményei alapjan [21| barmely t — ¢ tiikrozési szimmetriaval rendelkezs, stacionarius,
tengelyszimmetrikus feketelyuk-téridé eseményhorizontja egyben egy Killing-horizont is
egy olyan &% Killing-vektormezére nézve, mely a stacionaritast és a tengelyszimmet-
riat meghatarozo Killing-vektormezk konstans linearkombinéci¢javal allithato els. Ha
most azzal a feltételezéssel éliink, hogy 1%-t a tengelyszimmetriat meghatarozo Killing-
vektormezst jeleniti meg, akkor a t — ¢ tiikrozési szimmetria alapjan azt kapjuk (lasd
példaul a [115]-as referencia 7.1.1.tételének bizonyitasat), hogy a ¢%w, = 0 relacio a
téridében mindeniitt teljesiil, azaz (ii) pontban megfogalmazott elsé allitas feltételei tel-
jesednek. O

Fontos hangsulyozni, hogy a fenti allitdsok bizonyitédsa soran mind a téridé kauzalis
szerkezete, mind pedig a Killing-horizont topologiai tulajdonségai (annak Osszefliggdsé-
gére vonatkozo egyszertsits feltételiinktsl eltekintve) teljesen altalanosak, azaz ezekre
vonatkozoan semmilyen megszoritast nem alkalmaztunk. Azt is érdemes kiemelni, hogy a
fenti eredmények a gravitacid dsszes lehetséges, négydimenzios, geometrizalt elméletében
érvényesek. Igy a torziot magukba épits elméletekben is alkalmazhatoak feltéve, hogy V,
a metrika altal meghatarozott torziomentes kovarians derivaldooperatort jeloli.
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A fenti eredményekbdl azt tudhatjuk meg, hogy milyen feltételek biztositjak azt, hogy
valamely Killing-horizonton az ott értelmezett feliileti gravitacio értéke allando legyen.
Erdemes azt is megvizsgalni, mi torténik akkor, ha ezen feltételek nem teljesednek. Erre
vonatkozik az alabbi tétel, melynek értelmében valamely Killing-horizont feliileti gravi-
tacioja vagy allando, vagy pedig gorbiileti szingularitdsnak kell megjelennie a horizontot
generald minden olyan fényszerd geodetikus mentén, ahol a feliileti gravitacié gradiense
nem tinik el [91].

2.5.3. Tétel. Legyen (M, gu) olyan téridd, melyben a 2.4.1 feltételnek eleget tevd N
Killing-horizont taldlhato. Tegyiik fel, hogy létezik olyan v generdtora N -nek, mely geo-
detikus értelemben nem teljes, azaz k|, # 0, valamint k gradiense nem nulla v mentén.
Ekkor ~v a parhuzamosan elterjesztett bdazisokra nézve gorbiileti szingularitdson végzddik,
azaz a gorbiileti tenzor valamely parhuzamosan elterjesztett bazisra vonatkozo komponensei
k6zil legalabb az egyik végtelenil naggyd valik v mentén.

Bizonyitas: Legyen p a7y geodetikus egy tetszéleges pontja! Mivel k gradiense nem nulla,
v mentén biztosan taldlhaté olyan X* € T,M térszerd vektor a p pont érintSterében,
amely érinti N-et, és amelyre X°V,x # 0. Az altalanossag megszoritdsa nélkiil az is
feltehetd, hogy v mentén x > 0 , tovibba X* egységnyi normaju.

Tekintsiik most N-nek egy olyan tetszéleges R~ ?)-vel diffeomorf 3 lokalis szelését,
melyet az X* vektor érint p-ben. Terjessziik ki X*-et a p pontbol Sra oly mo6don, hogy a
kiterjesztés tovabbra is legyen egységnyi normaja és mindentitt érintse S-4t. Jelolje Y(jf),
1 =4,...,n, azt a szintén egységnyi norméju, térszert vektormezskbdl allo rendszert S
on, melynek elemei mindeniitt merélegesek egymasra és X -ra, azaz a S-on értelmezett X¢
és Y(‘j), 1 =4,...,n, vektormezdk egy ortonormalt bazist hataroznak meg Son. Legyenek

tovabba k* = (1/k)&® és (* azok a Y-an értelmezett fényszertt vektormezok, melyeket
az ' X, = (Y, = 0 és az kY, = 1 relaciok egyértelmien meghataroznak . Ekkor
a {k* 0%, X a,Y(‘f)}, 1 = 4,...,n, rendszer egy pszeudo-ortonormalt bazismez&t hatéroz
meg Y-on. Jel6lje most N a ¥ halmaz ¢{§]} = UueRqﬁu{f}} Killing-palyajat! Ezek utan
terjessziik ki a S-on értelmezett {k* 0%, X, Y(‘;)} pszeudo-ortonormélt béazismezdt N-ra
gy, hogy az egyes baziselemeket parhuzamosan toljuk el N fényszert generatorai mentén.

A bizonyitas kovetkezs részében elGszor megmutatjuk, hogy £ (X*V,k) allando
mentén. Ennek belatasahoz tekintsiik a

L (XVok) = EVH(XVek) = (Vi X)V ok + XV Vi =
= XV (/V k) — X¢(Velf) VIE =0 (2.5.13)

"Mivel ¥ lokalis szelése A -nek, k*-nak a S-on értelmezett X és Y(‘Z‘) vektormezdkre valé merslegessége
automatikusan biztositott.
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egyenldséget, ahol, az X vektormezs k* = (1/k) £* mentén vett parhuzamos elterjesztett-
sége mellett, az utolsé sorban x allandosagat, valamint az N -re merdleges €% vektormezd

hiperfeliilet-merdlegességét ® hasznaltuk fel.

Tekintsiik most az
n® = (1/k)e """ e (2.5.14)
vektormezst, melynek segitségével a (2.5.1) egyenletbdl a

k= —n"€"(V.&) (2.5.15)

relaciot kapjuk. Ekkor xk-nak az X* vektormez& menti gradiensére az
XV ok = =XV, ("€") V& — X"V Vo (2.5.16)

egyenletet kapjuk. Ismét felhasznalva ekkor &% hiperfeliillet-merélegességét, valamint az
N-on értelmezett k%, £¢, X vektormezdk belsd szorzatainak paronkénti allandosagat, meg-

mutathato, hogy az el6z6 egyenlet jobb oldalan allo els6 kifejezés értéke nulla. Igy
XVek = = XN Ve Valy = Rapea 1" XE? = K" Rapeqg (°K° Xk, (2.5.17)

ahol a masodik egyenl@ség szarmaztatasanal a £%-ra, mint Killing-vektormezdére vonatkozo
VViéy = —Rapeq £ egyenletet hasznaltam fel.

Mivel (2.5.13) alapjan (2.5.17) bal oldala egy nem-nulla konstans érték, ugyanakkor
a bal oldalon a e"* faktor biztosan nulldhoz tart, mikoézben u — —oo, ezért a gorbii-
leti tenzorbol képzett Rgpeq (4k* Xk kontrakeié sziikségképpen végtelenné vélik ebben a
hataresetben. O

8Mivel A hiperfeliilet-mersleges a £ vektormezére, a V&, = &[aVp) Telacio teljesiil N-en, ahol v® egy
N-et érint6 vektormezd.



3. fejezet

Feketelyuk-téridék lokalis kiterjesztése

3.1. A lokalis kiterjesztés megkonstrualasa

Az el6z6 fejezetekben a Killing-horizontok kiilonféle tulajdonsagaival ismerkedtiink meg.
Ebben a fejezetben megmutatom, hogy minden olyan téridS, amelyben egy olyan, a
2.4.1 feltételnek eleget tevd Killing-horizont talalhato, amelyen a feliileti gravitacio egy
nullatol kiilonbozé allando érték, lokalis értelemben kiterjeszthets tugy, hogy az eredeti
Killing-horizont képe egy kettéhasadoé Killing-horizont valédi részhalmaza lesz. Emellett
azt is megmutatom, hogy a sztatikus, vagy stacionarius és tengelyszimmetrikus téridék-
ben a sztatikus, vagy stacionarius és tengelyszimmetrikus t=dllando hiperfeliiletek C>°
modon terjednek ki a kettéhasado Killing-horizont bifurkécios feliiletéhez.

3.1.1. Tériddskiterjesztések

A lokalis kiterjesztés megkonstrualasa el6tt fontos annak meghatarozéasa, hogy mikor te-
kinthetiink egy téridét kiterjeszthetének. Az (M, gqp) téridst kiterjeszthetének nevezziik,
ha az izometrikus egy masik térids valodi részhalmazaval |53, 115, 93, 94]. Pontosabban

fogalmazva:

3.1.1. Definicio. Az (M*,g},) tériddt az (M, gu) téridd kiterjesztésének nevezzik, ha
(M, gap)-nek létezik eqgy © : (M, gaw) — (M*,gk,) izometrikus bedgyazdsa (M*, gk, )-be,
azaz eqy olyan © : M — M* leképezés, mely diffeomorfizmus M és ®[M| C M* kézitt,
tovdbbd a gy metrikdt a gly|opg metrikdra képezi. Az (M*, g%y) téridot az (M, gq) téridd
U részhalmaza kiterjesztésének nevezzik, ha (M*,g%) a fent meghatdrozott értelemben

kiterjesztése az (U, gaplu) téridének.

39
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Miel6tt tovabbmennénk, érdemes ismét felidézni néhany egyszerd tényt. Ismert, hogy
az extrém feketelyukak esetében — ilyen példaul az extrém toltott Kerr-megoldas m? =
a® + e? paraméterekkel — a feliileti graviticio értéke zérus, a horizont nem kettéhasado,
ugyanakkor nem kiterjeszthets, hiszen minden fényszert generatora geodetikus értelem-
ben is teljes.

Az aldbbi példa olyan négydimenziés téridét mutat be, amely egy ettdl 1ényegesen
eltérs, bar ugyancsak nem kettéhasado és altalaban ki nem terjeszthetd Killing-horizontot

tartalmaz.
3.1.1. Példa. A téridd metrikdjdt irjuk fel a

ds® = — <1 — g) h(V, @) du® + 2 dudr + r* (d9® + sin®9 dp?) (3.1.1)
alakban. Ez a metrika az M > 0 témegparaméterd Schwarzschild-téridd fényszerd koor-
dindatdkban felirt vonalelemétdl csak a kétdimenzios gombon értelmezett, mindeniitt pozi-
tiv és sima h = h(V,p) figguény alkalmazdsa révén tér el. [Ha h = 1, visszakapjuk a
Schwarzschild-téridd vonalelemét.] Itt az w és r koordindtdk az —oo < u < 0o ésr > 0
intervallumokat, mig U €s ¢ a szokdsos gombi intervallumokat futjdk be. Az igy nyert
téridében — ugyan ez nem teljesiti a vikuum Finstein-egyenleteket — (0/0u)® Killing-
vektormezd, tovdbbd az r = 2M feliilet Killing-horizont, amelyen a felileti gravitdcio
értéke k = h(9, @) /AM, azaz nem dllandd, amennyiben h = h(9, @) nem az.

Amint azt mar a dolgozat korabbi részében megmutattam (lasd a 2.5.3 tételt), a pelda-
ban bemutatott téridében a Killing-horizont minden egyes olyan generatora, mely mentén
Ogh vagy 0,h nem nulla, gérbiileti szingularitason végzddik. Ekkor a (3.1.1) vonalelem al-
tal meghatarozott térids N Killing-horizontjanak egyetlen kornyezete sem terjeszthets ki
ugy, hogy a kiterjesztésben NV képe egy kettéhasado horizont részeként legyen abrazolhato.

3.1.2. A lokalis kiterjesztési tétel bizonyitasa

Ebben a részben azt mutatom meg, hogy amennyiben az N Killing-horizonton értelmezett
r feliileti gravitacié nemnulla allando, akkor a térid6 lokalisan kiterjeszthets. A bizonyitas
lényegében azon alapszik, hogy amikor a feliileti gravitécié egy nullatol kiillonbozé allando
érték, az eredetileg Eddington-Finkelstein-tipustu koordinatdkban adott metrika, Kruskal-
tipusi koordinatédk bevezetésével, egy nagyobb sokasagon is értelmezhetévé valik.

3.1.1. Tétel. Legyen (M, gu) egy olyan téridd, melyben eqy, a 2.4.1 feltételnek eleget tevd
N Killing-horizont taldlhato. Teqyiik fel, hogy a felileti gravitdcié dllandé és nem zérus
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(k = ko > 0) az N hiperfeliileten. FEkkor az N hiperfeliiletnek létezik olyan U nyilt
kérnyezete, mely kiterjeszthetd eqy H kettéhasado Killing-horizontot tartalmazo (M*, g%,)
tériddbe gy, hogy az N feliilet M*-beli képe az H horizont valddi részhalmazaként jelenik
meg.

Bizonyitas: Legyen X az N hiperfeliilet a 2.4.1 feltételnek megfelels O™ szelése! Ekkor
Y-hoz, mint sima differencidlhaté sokasaghoz, talalhato C>° térképeknek egy olyan {3 }
halmaza, mely > egy lefedését hatarozza meg. Legyen Y egyike ezeknek a térképeknek,

3 ..., 2") lokalis koordinatak. Jelolje A" az N hiperfeliilet azon részét, melyet

amelyen (z
a Y-an athalado fényszerd geodetikusok feszitenek ki. A tovabbiakban elGszor megmuta-
tom, hogy N valamely U kornyezete kiterjeszthets a kivant modon, majd az ilyen tipusi

kiterjesztések Osszeillesztésével allitom elG a tétel allitasanak megfelels kiterjesztést.

A kovetkezd 1épésben a k% = £ helyettesitéssel élve az N hiperfeliilet @) nyilt kornyeze-
tében a 2.1.3. alfejezetben leirt modon készitsiik el az (u, 7, 2°, ..., 2") Gauss-féle fényszeri
koordinatakat, melyekre a Kerr-féle megoldasnal alkalmazott névhasznélatra alapozva,
mint Eddington-Finkelstein-féle koordinatakra is hivatkozhatunk. Jelolje ¢* = (0/0r)* a
N feliileten az 2.1.3. alfejezetben leirtaknak megfelelGen értelmezett, N-re transzverzahs
egyértelmiien meghatarozott, fényszerd vektormezét. Mivel (%€, = 1 az N hiperfeliile-

3

ten, az is kovetkezik, hogy ott x}¢* = ¢*. Ekkor az (u,r, x°, x™) fényszertd koordinatak

konstrukci6jabol azonnal adédik, hogy barmely ¢ € O pontra és barmely olyan elegendGen

kicsiny u € R értékre, amelyre xu(q) € 0, a xa(q) pont (u/,r' 23, ... 2'™) koordinatai,

valamint a q pont (u,r,z°,...,2") koordinatéi kozott az v’ = r, 2’4 = 24 ésaz v = u+ 1

relaciok teljesiilnek. Igy az O nyilt kornyezetben
£ =(9/0u)?, (3.1.2)
azaz a jelen esetben u valdjaban egy Killing-koordinéta is, és igy a 2.1.3. alfejezetben felirt
ds® = 2(dr—r~adu—r-ﬁA dxA) du + yap dz?dz? (3.1.3)

vonalelemben szereplé «, B4 és vap kifejezések fiiggetlenek az u koordinatatol, azaz
most csak az r,2°,..., 2" valtozok sima fiiggvényei. Az is azonnal lathato, hogy S-on
megadhato tgy egy olyan (23, ..., 2") pozitiv sima fiiggvény, hogy az (u,r,23,..., 2")
féenyszertd koordinatak, valamint a «, 54 és yap kifejezések minden |r| < 1 értékre jol
meghatarozottak legyenek.

Ezek utan a (2.5.1) egyenletet felhasznalva azt kapjuk, hogy

k=—a0,2° ... 2"). (3.1.4)
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Igy a k feliileti gravitacio allandé az N hiperfeliileten, azaz k értéke nem valtozik genera-
torrél generatorra, hanem mindeniitt ugyanaz a x, # 0 alland6. Ekkor of g = —ko, ezért
az N hlperfeluletnek biztosan létezik egy olyan O'coO nyilt kornyezete, hogy ott a sehol
nem ttnik el. Az O nyilt kornyezetben o mellett az 1/a és az 1/a + 1/k, fiiggvények

is simak. Mivel 1/a + 1/k, zérussa valik az N hiperfeliileten, léteznie kell egy olyan

3

g(r,x?, x™) sima fliggvénynek az O’ nyilt kornyezetében, amelyet az

1 1
— = =—rg(r2 .. 2" (3.1.5)

« Ko
Osszefiiggés definial.

Ezek utan az N hiperfeliilet o nyilt kérnyezetében a Kruskal-tipusu U,V koordina-
takat az

U=¢e"™" ésa V=—e""rexp [mo/ g(r,2z®,... 2")dr (3.1.6)
0

Osszefliggések segitségével definialjuk. Ezen relaciokbol azonnal latszik, hogy U és V sima
fiiggvények O’ felett, tovabba (3.1.6) kovetkeztében a

¢=UV (3.1.7)

kifejezésre

p(r,x®, ..., 2") = —rexp {/{o/ g(r,2®, ... 2" dr (3.1.8)
0

teljesiil. Ekkor (3.1.8) miatt d¢/dr # 0 a N hiperfelilleten, azaz az r = 0 helyen.
Igy, az implicit fiiggvények tétele értelmében, r az 7 = 0 hely kornyezetében az (3.1.8)
egyenlet felhasznalaséaval megadhato gy, mint a (¢, 2%, ..., 2") kifejezések sima fiiggve-
nye. Pontosabban fogalmazva, léteznie kell olyan eo(2?,..., 2") és q(¢, 23, ..., 2") sima
fiiggvényeknek, hogy

r=q(¢,2°, ... 2" (3.1.9)

teljesiil az N hiperfeliilet azon o kornyezetében, amely pontosan azokbodl az O'-beli
pontokbol all, amelyekre |r| < & is teljesiil. Az imént megfogalmazott relaciokbol azonnal

kovetkezik az is, hogy az O” nyilt kornyezet felett az (r, 23,

., x™) valtozok barmely sima
fiiggvényét kifejezhetjiik az (U, V, 23, ..., z™) valtozok olyan sima fiiggvényeivel is, amelyek
az U és V koordinataktol kizardlag csak az UV szorzat alakjaban fiiggenek. Tovabbé,

mivel r = 0 amikor ¢ = 0, (3.1.9) alapjan talalhato olyan 1) sima fiiggvény, amelyre

q(o, 2, ... 2") = (o, 2%, ... a"). (3.1.10)
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Igy az N hiperfeliilet O nyilt kornyezetében létezik olyan v sima fliggvény, amelyre

r=UVUV,z% ... 2", (3.1.11)

Legyen most € = min{ey, e5}. Ekkor, mivel (3.1.6) miatt 9v/0r # 0 az r = 0 helyen, v
nem lehet zérus az UV = 0 helyen sem. Igy a (3.1.11) relacié kovetkeztében mindig talal-
hatunk olyan £(z?, ..., 2") > 0 sima fiiggvényt Y, hogy O'-ben az Ir| < e egyenl6tlenség
teljesiil feltéve, hogy |UV| < €. Ezek utan az N hiperfeliilet u nyilt kornyezetét tgy de-
finidljuk, hogy az alljon O’ pontosan azon pontjaibol, amelyekre |UV| < g. Nyilvanvalo,
hogy ekkor az U C O relacio is teljestil.

Ezek utan U felett a (3.1.3) metrika kifejezhets az (U, V, 2®,... a") koordinatak se-
gitségével is. Vegyiik észre, hogy (3.1.6) és (3.1.5) alapjan

dU = k. Udu (3.1.12)
* % "9
dV = =k Vdu + ko— dr + k. V [ —gAdr'} da? . (3.1.13)
ro o Ox
Legyen most
2r« 2
= v = et (3.1.14)
Ekkor G az U felett értelmezett, ott el nem t{ing sima fiiggvénye az (U, V,23,... 2")
koordinataknak, tovabba
"0
GdUdeQ(dr—r-adu—{—r-a [/ &E—idr'] d:rA) du . (3.1.15)
0

gy a (3.1.3), (3.1.12), (3.1.13) és (3.1.15) egyenletek alapjan

V4 b + Voo { ﬁdr’] } dUdz* + y4p dz?tda®

ds? :GdUdV—Q{

Ko Ko 0 81‘14
= G dUdV + 2V H, dUdz? + yap dzda® (3.1.16)
ahol G, Ha és yap az UV, 23,... 2™ valtozok sima fiiggvényei, melyek az |[UV| < &

egyenlGtlenség altal kijelolt koordinata-tartoméanyon mindeniitt értelmezettek.

Vegyiik észre, hogy U az O pontosan azon pontjaibdl 4ll, amelyekre az UV| < €
egyenl6tlenség mellett az U > 0 feltétel is teljesiil. Ezek utan jeloljiik M-al azt a R? x 2

szorzatsokasagot, melyen az (U, V, 23, ..., ") koordinatak egy olyan térképet hataroznak

3

meg, amelyben az z°, ..., 2" koordinatédk a szokasos értelemben befutjék ¥-t, mig U és
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V' az Osszes olyan valos értéket felveheti, amelyekre
UV| < &(2®,...,2"). (3.1.17)

Jelolje gup azt az M felett mindeniitt értelmezett, sima, Lorentz-szignatiraju metrikat,
melyet a (3.1.16) vonalelem hatéroz . meg. Ezt kovetSen egyszertien belathatd, hogy az
U =0 és V = 0 hiperfeliiletek egy H kettéhasado Kllhng—horlzontot hataroznak meg az
(M gab) téridében. Legyen most d:U— Maza leképezés, amely U minden egyes pont-
jéhoz M ugyanazon (U, V, 3 z™) koordinatékkal rendelkezé pontjat rendeli hozza.
Konnyen lathato, hogy @ az (Zj ) gab|g) téridének az (]T/[/ , Jap) téridébe torténd izometrikus
beagyazasat hatarozza meg, tovabba EI;[./V ] a H kettéhasads Killing-horizont azon részét
alkotja, amelyre U =0 és V > 0.

A bizonyitas hatralévs részében elkészitjiik a kiterjesztésiink ,térben globalizalt” val-
tozatat. Legyen {Xq) } O térképek olyan halmaza, mely az N Killing-horizont ¥ globalis
szelésének egy lefedését hatarozza meg, az N’(i) halmazok pedig jeloljek N megfelel6 rész-
halmazait. Keszitsiik el az N szekciok U kornyezeteit, valamint minden egyes ilyen
részhez az (ﬁm,gab\%) térids fent ismertetett konstrukeio szerint elkészitett (Mi),g(i)ab)

kiterjesztését! Legyen U az Ui halmazok unioja, azaz

u=\Jus. (3.1.18)

Ekkor {(ﬁ(i),¢(i))} — ahol a 1) leképezések az ZZU halmazon értelmezett Kruskal-tipusu
koordinatak altal definidltak — az U C M egy C™ atlaszat hatarozza meg. Ezek utan
az U C M halmaz keresett klterjeszteset az alabbiak szerint készithetjiik el. Legyenek
(M(z), Jtiap) €8 (M(]), J0)ab) A7 L{u), illetve L{m halmazok kiterjesztései! Ezek utéan, vezes-
sitk be az Z-rel jelolt ekvivalenciarelaciot a M(> sokasagok Osszességén. Az ]\/[ sokasag
(Uiy, Vi, s, ..., 2f)) koordinataja pontjat és az M(j) sokasag (Ui, Vi, 2y, ..., xlt) ko-
ordinataju pontjét pontosan akkor tekintjik Z-ekvivalensnek, ha Uu = Uy, V(i) = Vi,
valamint (23,,...,20) és (a},,...,27,) a ¥ sokasag ugyanazon pontjat jelolik.

Jelolje M* az % ekvivalenciarelacié altal meghatarozott
M* = {U; Mo} % (3.1.19)

hanyadosteret. Kénnyen lathato, hogy a fenti definicié kovetkeztében az M™ sokasag is az
R? x ¥ szorzatszerkezettel rendelkezik, melyen a {(]/\Z(i), U@i))} atlasz egy C differencial-
hatosagi struktirat hataroz meg, ahol a W) leképezéseket az ]\Zn sokasagokon értelmezett
Kruskal-tipust koordinatak hatarozzak meg.
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Tekintsiik most azt a ® : U — M™ leképezést, amely minden p € U ponthoz M* azon
®(p) pontjat rendeli hozza, amelyre ¥ (p) = Vi) (P(p)) az @ index valamely j értékére.
Nyilvanvalo, hogy az igy definialt ® : U4 — M* leképezés C'*°, hiszen minden egyes 1, )
értékparra az U halmazon értelmezett (Z;{v(z‘),'l/}(i)>, valamint az M* sokasagon értelmezett
(]/\Z/(j), U(;)) térképek esetén, ha valamely O C LN{@) halmazra ®[O] C Mj), akkor a 1, [O]
halmazt a U []\Aj(j)] halmazba vivé Uy o @ o z/;(_i)l leképezés sima. Az is belathato, hogy
a ®: U — PU| leképezés kolesondsen egyértelmid és az inverze is C™°; azaz ® : U — M*
az U halmaz egy C'*° beadgyazasat adja M*-ba. Végiil az is konnyen ellenérizhetd, hogy
barmely i, j értékparra a ge)ap €S gu)ap metrikdkra a gy, = o)y relacio teljesiil az ]\/\J/m N
]/\\4—:(]‘) C M™* metszet felett. Kovetkezésképpen az ]\/Z@ nyilt halmazok felett értelmezett
Jeyap metrikdk egy C'*°, Lorentz-szignaturaju g, metrikdt hataroznak meg a teljes M*
sokasdgon. Mindezek utén nyilvanvalo, hogy @ : (U, galu) — (M*,gk,) leképezés az N
Killing-horizont U kornyezetének az (M*,gk,) téridébe valo keresett beagyazasat adja.
Vegyiik észre azt is, hogy az (M*, g%,) téridében a

H={U;Heo}/% (3.1.20)

relacioval értelmezett halmaz egy kettéhasado Killing-horizontot hataroz meg, valamint a
@[N] halmaz H egy valodi részhalmaza. 0

Erdemes kiemelni, hogy a fenti bizonyitasban megkonstruélt kiterjesztés az .7 ket-
téhasadasi feliiletre, mint tengelyre vett (U, V,z3,... 2") — (=U, =V, 2, ... a") — vagy
ahogy a |64]-as hivatkozéasban utalnak ra, ,, negyedekre vonatkozo” — tiikrozési szimmet-
riaval is rendelkezik. Természetesen, amikor egy ilyen kiterjesztés létezik, akkor mindig
megadhato olyan kiterjesztés is, amely nem rendelkezik ezzel a jarulékos szimmetriaval.

3.2. A t=dllando hiperfeliiletek

A fejezet hatralévs részében olyan sztatikus, illetve stacionérius és tengelyszimmetrikus
téridéket tekintiink, amelyekben egy H kettéhasado Killing-horizont talalhatd. Megmuta-
tom, hogy a természetes modon értelmezett sztatikus, illetve stacionarius és tengelyszim-
metrikus hiperfeliiletek sima moédon terjednek ki az . kettéhasadasi feliilethez. Ponto-
sabban fogalmazva, azt mutatom meg, hogy barmely s € . ponthoz taldlhato olyan O
koérnyezet, amelyben sztatikus, illetve stacionarius és tengelyszimmetrikus hiperfeliiletek
C* modon terjednek ki az s pont O,N.% kornyezetében a kettéhasadési feliilethez. Ahogy
ezt a bevezet6ben mar emlitettem, ezen altalanos eredményem specialisan az Israel- és
Carter-féle feketelyuk-egyértelmtségi tételek bizonyitédsanal hasznalt feltételek jogossagat
is biztositja.
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A sztatikus, illetve stacionarius és tengelyszimmetrikus hiperfeliileteknek az .7 ket-
téhasadasi feliilet kornyezetében valod viselkedésének vizsgalatdhoz az ott értelmezhetd
Kruskal-, valamint Eddington-Finkelstein-féle koordinatédkat fogjuk hasznélni. ElGszor
az Eddington-Finkelstein-féle koordinatak segitségével irjuk le t=dllando hiperfeliileteket.
Ezt kévetGen a kapott egyenleteket a Kruskal-féle koordinatakba atirva lathatova valik,
hogy a sztatikus, illetve stacionarius és tengelyszimmetrikus hiperfeliiletek valéban sima
modon terjednek ki az . kettéhasadasi feliilethez.

3.2.1. Geometriai segédletek

Elészor a Kruskal-féle koordinatakat vezetjiik be. Legyenek (22, ..., 2™") lokilis koordi-
naték az s € . pont Z koordinatakornyezetében. Legyen H 4 egyike a ‘H kettéhasado
Killing-horizontot alkot6 hiperfeliileteknek, és jelolje H 4 ennek azt a részét, melyet az -
on atmend fényszert geodetikusok feszitenek ki. Legyen K¢ az H -t érint, az 7 feliileten
sehol el nem ting fényszerd vektormezs, U pedig jelolje az Z pontjaibol K érintGvek-
torral inditott fényszert geodetikusok azon szinkronizalt afﬁnparameteret melyre U = 0

3 ..., " fiiggvényeket 16l H A-ra ugy, hogy kozben értékei-

-on! Terjessziik ki az x
ket fixen tartjuk a H -t generalo fényszert geodetikusok mentén. Ekkor (U, 23, ..., 2")
lokalis koordinaték H 4-on. Minden egyes p € Ha pontban tekintsiik az ott egyértelmien
meghatarozott £ fényszertd vektormezst, amelyre £°V,U = 1 és £°X, = 0 minden a
H 4 feliiletet érints olyan X* vektorra, amelyre az X*V U = 0 feltétel is teljesiil. Jelolje
R a H4 feliilet pontjaibol £ érintévektorral inditott fényszertd geodetikusok azon szink-
ronizalt affinparaméterét, amelyre R = 0 a ﬁA felilleten! Ekkor — a 2.1.3. alfejezetben
a fényszert koordinatarendszerek definidlasa soran alkalmazott érvelés megismétlésével

— megmutathato, hogy H A elegendGen kicsiny O nyilt kérnyezetében az U, R, 23,...,x

fliggvények lokalis koordinatakat hataroznak meg.

Jelolje N a ﬁA azon részét, amelyre U > 0, azaz
N ={peHs|Up) >0}, (3.2.1)
és jelolje 32 az N horizont azon szelését, amelyre

S={peHa|U{p) =1}. (3.2.2)

Tekintsiik most az
O={peO|U(p) >0} (3.2.3)

3

halmazon azt az Eddington-Finkelstein-tipust (u, r, z*, x™) fényszert koordinatarend-

szert, mely az N horizont ¥ szelésérdl indulva a 2.1.3. alfejezetben leirt médon definialhato
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1
kU

fényszert vektormezdk segitségével, ahol k, a ‘H kettéhasado Killing-horizonthoz tartozo,

E* = ko URY, ésaz ("=

g (3.2.4)

és ott allando [64] feliileti gravitaciot jeloli. Konnyen ellendrizhets, hogy ekkor O felett

1 T
U=¢e™" ¢é& R=—e "™ =—. 3.2.5
e és /4:06 T U ( )

3

Legyen most g(r,z°,...,2") a (3.1.5) egyenlet altal meghatarozott sima fuggveny, mely

n

)
tetszoleges |r| < e1(a3, ..., ") értékre joldefinidlt. Jeldlje tovabba O a H 4 feliilet azon

nyilt kdrnyezetét, amelyre

={peO|rUlp)R(p) <ei(z®, ..., 2")}. (3.2.6)

Vezessiik be most @' felett a

koUR
V = —koRexp |:I€O/ g(r,2®, ... 2™ dr (3.2.7)
0

fliggvényt. Konnyen beldthato, hogy V' sima O felett. Legyen UaH A feliilet egy olyan
nyilt kérnyezete, ahol (U, V, 23, ..., 2™) lokalis koordinatékat hataroz meg. A fenti konst-
rukci6 egyenes kévetkezménye az, hogy az O' N U metszet felett az (u,r,x3,... 2" és az
(U, V,23,...,2") koordinatak kapcsolatat éppen a (3.1.6) egyenletekkel adhatjuk meg.

Jeloljiik az U halmaz nyilt, jobb oldali negyedét # -vel, melyet a
W ={pelU|U(p)>0,V(p) <0} (3.2.8)

relacioval adhatunk meg. A # zart, jobb oldali negyedét — mely egyben # halmaz U-beli
lezartja is — a
W ={pel|U(p)>0,V(p) <0} (3.2.9)

Osszefiiggéssel adhatjuk meg. Jegyezziik meg, hogy ugyan a # halmaz felett mind az
Eddington-Finkelstein-féle (u,r, 23, ..., 2"), mind pedig a Kruskal-féle (U, V, 23, ... z")
koordinatak értelmezettek, csak az utébbiak terjeszthetéek ki sima moédon # -ra.

3.2.2. A sztatikus hiperfeliiletek

Tekintstink most egy (M, gq) sztatikus térid6t, amelyben H egy kettéhasado Killing-
horizont a téridén értelmezett hiperfeliilet-merdéleges £* Killing-vektormezdre nézve. Mivel
&% mindeniitt hiperfeliilet-merdleges — a 2.3. alfejezetben felidézett eredményeknek meg-
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felelGen, az altalanossag elvesztése nélkiil — feltehetjiik, hogy # folidzhato olyan C; sima
térszertd hiperfeliiletekkel, amelyek egy olyan t : # — R sima fliggvény szintfeliiletei,

amelyre
Let=1. (3.2.10)

Mivel £* mer6leges a C,; feliiletekre, # felett biztosan létezik olyan f sima fiiggvény,

amelyre

gVt = feo. (3.2.11)

Amint azt azonnal latni fogjuk, maga a t fliggvény nem, de a t=dllando egyenlettel adott
C, hiperfeliiletek sima modon terjednek ki # -ra.

Mivel # -ben L¢(t —u) =0,
t=u+7(r,2* ... 2", (3.2.12)

ahol 7 a jelzett valtozok egy sima fiiggvénye. Konnyen ellendrizhetd, hogy (3.2.11) a
(t,r,2%,...,2") koordinatakban éppen a g = g'* = 0 egyenletekkel ekvivalens. Ezekbdl
azt kapjuk, hogy

or 1
— =— 3.2.13
ot 2ra’ ( )
amelybdl (3.1.5) alapjan az kovetkezik, hogy
1 1 ' r.3 n / 3 n
t=u— Inr+= [ g0’ 2, ...;2")dr'| + H(z>,...,2"), (3.2.14)
2Ko 2 Jo

ahol H a jelzett valtozok egy sima fiiggvénye. Erdemes megjegyezni, hogy a (3.2.14)
egyenlet altal meghatarozott t fiiggvény végtelenné valik az r = 0 helyen, azaz a horizon-
ton. Felhasznalva a (3.1.6) és a (3.2.14) egyenleteket azt kapjuk, hogy a ¢ fiiggvényt #
felett az ott értelmezett Kruskal-féle koordinatak segitségével a

1 U "
t=5—In [—Ve%ofﬂxg vvvvv @ >} (3.2.15)

alakban irhatjuk fel. Igy barmely rogzitett t értékre a # felett értelmezett C; hiperfeliiletet

egyszeriden a

V =—Uexp (2, [t — H(z",...,2")]) (3.2.16)

egyenlettel adhatjuk meg, melynek alakjabol azonnal latszik, hogy a sztatikus — t=dllando
— C, hiperfeliiletek mindegyike sima modon terjed ki a #-ban talalhato U = V = 0
egyenletekkel megadott kettéhasadasi feliilethez, amint azt meg szerettiik volna mutatni.
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3.2.3. A stacionarius és tengelyszimmetrikus hiperfeliiletek

Tekintstink most egy (M, gq) stacionarius és tengelyszimmetrikus téridét, amelyben a H
kettéhasadd Killing-horizontot generald £ Killing-vektormezé mellett 1étezik egy maésik,
térszerd ¥ Killing-vektormezd is, ami kommutal £*-val, tovabba palyai zartak. Azt is
feltessziik, hogy a térids rendelkezik a t — ¢ tiikrozési szimmetriaval (a definiciot lasd a
2.3. alfejezetben). Ekkor a # halmaz valamely #” nyilt részhalmaza — melynek H-beli
hatéra egybeesik # ottani hataraval — foliazhato azokkal a stacionérius és tengelyszim-
metrikus hiperfeliiletekkel, amelyek egy olyan ¢t : #' — R sima fiiggvény szintfeliiletei,
amelyre

Let=1 és Lyt =0, (3.2.17)

tovabba amelyhez # felett taldlhatok olyan fi, fo sima fiiggvények, hogy
gVt = fLE + oyt (3.2.18)

Az altalanossag elvesztése nélkiil azt is feltehetjiik, hogy az Eddington-Finkelstein-féle
(u,r, 23, ..., 2") koordinaték a 1)® vektormezshoz adoptéltak, azaz ¢* = (9/0x™)*. Ekkor
(3.2.17) alapjan azt kapjuk, hogy

t=u+7(r,2% ... 2", (3.2.19)

ahol 7/ a jelzett valtozok egy sima fiiggvénye. Mivel (3.2.18) a (¢,r, 2%, ..., 2") koordin4-
takban éppen a ¢ = ¢ = 0 egyenletekkel ekvivalens, ahol most A = 3,...,n — 1, azt
kapjuk, hogy

or’ 1
EARE I — (3.2.20)
ot ra —r2le
gnn
amibdl az kovetkezik, hogy
/ 1 1 " 13 n—1 / 1( .3 n—1
T =— Inr+= [ g0 2>, ....2" ) dr'| + H(2,...,2""). (3.2.21)
2Ko 2 Jo
Itt most H a
TOAM 2B, Y
H = - dr' + B(«®, ... 2" 3.2.22
/0 T+ A a3, .. an ) 4 B2t ( )
alakban irhato fel, ahol B a jelzett valtozok egy sima fliggvénye, mig
2
Al a®, gy = PO (3.2.23)

- 20 G
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n=1) pozitiv folytonos fiige-

Mivel a(0, 23, ...,2"" 1) = —k,, léteznie kell olyan e(z3,... x
vénynek, amelyre A sima, toviabba minden |r| < € pontban eleget tesz az 1 + A > 0

feltételnek.

Tekintsiik most #" azon #" részhalmazat, melyet a
W' ={peW'|0<r<el@ ..} (3.2.24)

relacio hataroz meg. Konnyen lathato, hogy H' sima #" felett, tovabba sima moédon
terjed ki az r = 0 hatarfeliilethez.

Ezek utan, lényegében a sztatikus hiperfeliileteknél alkalmazott érvelés megismétlésé-
vel, megmutathat6, hogy a #” felett értelmezett Kruskal-féle koordinatakban a ¢ fiigg-
vényt a

]. U 7 K n—
t = In __€2KOH(UV,x3 ,,,,, T 1) (3225)

2K, Vv

Osszefiiggés altal adhatjuk meg, ahol

HUV, 2 ... o™ ) = H (r(UV,2 ... 2" 1), 2% . 2" ). (3.2.26)

A definiciobol kévetkezéen H sima médon kiterjeszthet§ az UV = 0 értékhez, azaz bar-
mely rogzitett ¢ értékre a #" felett értelmezett C; hiperfeliiletet a

V= —Uexp (2,-@0 [t ~HUV,23,... ,x”_l)D (3.2.27)

egyenlettel adhatjuk meg. Ebbd6l azonnal kévetkezik, hogy a stacionarius és tengelyszim-
metrikus hiperfeliiletek minden, a t — ¢ tiikrozési szimmetriaval rendelkezé feketelyuk-
téridében sima modon terjednek ki az . kettéhasadési feliilethez.



4. fejezet

Feketelyuk-térid6k globalis kiterjesztése

Az el6z6 fejezetben azt mutattam meg, hogy amikor adott egy stacionarius feketelyuk-
téridd, amelyben az eseményhorizont egy olyan N Killing-horizont, amely eleget tesz a
2.4.1. feltételnek, tovabba az N-hez tartozo feliileti gravitacio egy nem nulla allando, ak-
kor N valamely U nyilt kornyezete kiterjeszthets tgy, hogy a kiterjesztés altal N képe
egy kettéhasado Killing-horizont valodi részhalmazara képezddik le. A jelen fejezet célja
azoknak a feltételeknek a bemutatasa, melyek azt biztositjak, hogy ne csak az A hori-
zont valamely U nyilt kornyezete, de a feketelyuk-téridé egésze is bedgyazhato legyen egy
kettéhasado Killing-horizontot tartalmazé nagyobb téridébe.

4.1. A globalis kiterjesztés megkonstrualasa

Els6 kozelitésben azt gondolhatnank, hogy amikor az eredeti térid6 globalisan hiperboli-
kus, a kivant globélis kiterjesztés minden esetben létezik. Az alabbi példa azt mutatja,
hogy ez nem minden esetben igaz, azaz van olyan globélisan hiperbolikus téridg, amelyben
talalhatd egy olyan Killing-horizont, amelyen a feliileti gravitacié egy nemnulla allando
érték, tovabba amelyhez nem talalhato olyan globéalis kiterjesztés, amelyben a Killing-
horizont egy kettéhasadd horizont részeként lenne abrazolhato.

4.1.1. Példa. Induljunk ki a hdaromdimenzids Minkowski-téridébol, amelyen (t,x,y) lo-
kdlis koordindtdk, valamint tekintsik az origo kézépponti, t — x sikban hato szimmetria-
transzformdcidt, melyet a sehol el nem tind £* = t (0/0x)* + x (0/0t)* ,boost” Killing-
vektormezd generdl, és amelynek pdlydi a t>—x* = dllandé hiperboldk! Legyen most F az a
térszert feliilet, amelyet az x = 0, t = —|y|/2 gorbe pontjain dtfuté Killing-pdlydk feszite-
nek ki. Legyen Q az F feliilet I [F] kronoldgiai jovdjében definidlt sima fliggvény, melynek
,boost” invaridns értéke 1 a t > —|x| reldcidval meghatdrozott tartomdnyban, és amelyre

ol
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az (IT[F], Q*nay) téridd skaldr gorbiilete felrobban az F \ { (t,z,y) | t* —2? =0 és y = 0}
reldcioval meghatdrozott ,hatdron”. Ilyen példaul az

FRE =22 /lyl)  ha0<2(8 —a%)2/lyl <1, <0, ésy#0

Qt,z,y) = {1 (4.1.1)

, mindentitt mdshol

fliggvény, ahol f(z) =1 — e1==")  amely minden 0 < z < 1 értékre joldefinidlt.

Az igy nyert (IT[F],22n4) a keresett globdlisan hiperbolikus téridé. A t = x > 0
reldacioval meghatdrozott hiperfeliilet (hasonldan at = —x > 0 reldcidval meghatdrozott is)
eqy Killing-horizont, amelynek az y = 0 egyenlettel adott fényszerid generdtora geodetikus
értelemben nem teljes. Mivel a felileti graviticio nemnulla dllando, ehhez a Killing-
horizonthoz biztosan taldlhato olyan nyilt kérnyezet, amely mint résztéridd, kiterjeszthetd.
Ez a lokdlis kiterjesztés rendelkezik az elvart kettéhasado horizonttal. Ugyanakkor az is
nyilvanvalo, hogy nem létezik olyan globadlis kiterjesztés, amely vissza tudnd helyezni az
origot, és ezaltal a horizont y = 0 generdtorait.

A példaban leirt esetben a globéalis kiterjesztés megvalosithatatlansdga abbol ered,
hogy az als6 téridénegyed egy része a baloldali negyeddel egyiitt a kiindulasi téridé ré-
sze. Ez — azaz a fehérlyuk-tartoméany jelenléte — akadélyozza meg minden olyan globalis
kiterjesztés megkonstrualédsat, amelyben a t = z > 0 relaciokkal kivalasztott feliilet ré-
sze lehetne a kivant kettéhasadé horizontnak. Eppen ezért a 2.2.fejezetben bevezetett
feltételiinknek megfelelGen feltessziik, hogy a vizsgalt feketelyuk-téridében nem létezik
fehérlyuk-tartomany, mialtal a példaban bemutatott technikai jellegii probléma is kikii-
szobolhetd.

4.1.1. Feltétel. A kovetkezd alfejezetben olyan (M, ga), a 2.5.1. definicioban meghatd-
rozott staciondrius feketelyuk-tériddket tekintiink, amelyek globdlisan hiperbolikusak. Fel-
tessziik tovdbbd, hogy az N eseményhorizont sima, valamint a téridén megadhatd eqy — az
aszimptotikus tartomdnyban 1ddszerd t* staciondrius Killing-vektormezotdl esetleg kiilon-
boz6 — olyan &% Killing-vektromezd, amelyhez tartozo x, izometriacsoportra nézve N eqy

nem nulla dllando feliileti gravitdcioval jellemzett Killing-horizont.

4.1.1. A Killing-palyak tere

Ebben a részben a 4.1.1. feltételnek eleget tevs (M, gqp) feketelyuk-téridsket tekintjitk. A
Killing-péalyédk néhany olyan tulajdonsagat szarmaztatom, melyek késébb fontos szerepet

jatszanak majd a globalis kiterjesztés megkonstrualésa soran.



4.1. A GLOBALIS KITERJESZTES MEGKONSTRUALASA 53

4.1.1. Lemma. Legyen (M, ga) a 4.1.1. feltételnek eleget tevd feketelyuk-téridé! Ekkor a
&% Killing-vektormezd M felett sehol sem vdlhat zérussd.

Bizonyitas: Indirekt moédon tegyiik fel, hogy £*|, = 0 valamely p € M pontban.
Ekkor p invaridns a y, csoporthatasra nézve. Mivel p € M = I[M*'], biztosan létezik
olyan ¢ € M amelyre ¢ € I (p). A x. izometria-transzforméaciot az utobbi relaciora
alkalmazva azt kapjuk, hogy x{q} € x{I (p)} = I~ [x{p}| = [~ (p), azaz a g ponton
atmend Killing-palya teljes egészében a p pont kronoloégiai, és igy kauzilis multjadban
fekszik. Ez azonban — mivel ekkor a 2.3.1.lemma alapjan I~ (p) D M — ellentmond
annak, hogy barmely globalisan hiperbolikus téridében J~(p) barmely Cauchy-feliiletet
egy kompakt halmazban kell, hogy metszen. O

Ekkor, mivel y,-nak az N horizonton sem lehet fix pontja, minden % sima Cauchy-
feliilet N egy X globélis szelését hatarozza meg. Ehhez hozzavéve, hogy a fenti lemma
értelmében, barmely globalisan hiperbolikus téridében, a Killing-palyak R-el diffeomorfak,
azonnal adodik, hogy a 2.4.1. feltétel automatikusan teljestl.

Legyen most € egy tetszéleges sima Cauchy-feliilet, és jelolje ¥ az NN € metsze-
tet. A tovabbiakban feltessziik, hogy ¥ kompakt. Tekintsiik most a Y-ra merdleges két
principalis fényszerd vektormezst. Az ezekkel, mint érintGvektorral inditott fényszert
geodetikusok lokalisan két fényszerti hiperfeliiletet feszitenek ki. Ezek egyike maga az N
felillet, mig a masik egy N-re transzverzalis, 3 elegendGen kicsiny nyilt kornyezetében
sima, fényszert P hiperfeliilet. A kovetkezd lemma értelmében, ha a kérdéses nyilt kor-
nyezet elegendGen kicsiny, akkor abban a P feliilet éppen a Y szelet kauzélis jovGjének,
illetve multjanak a hatéarat jeloli ki.

4.1.2. Lemma. A X szeléshez taldlhato olyan elegendden kicsiny M-beli U nyilt kérnye-
zet, hogy PN JY[X]NU C dJH[X], és hasonléan PN J~[X]NU C I [X].

Bizonyitas: Elegends az allitas els6 részének helyességét igazolni, hiszen ezt kdvetGen

a masodiké a mult és jov6 szavak értelemszert felcserélésével szarmaztathato.

Tekintsiik most azt a leképezést, mely a Y-ra merdleges vektorok nyalabjat képezi
M-be gy, hogy az (s,n®) parhoz — ahol s € ¥, és n® az s pontbeli érintStérben egy -ra
merdleges vektor — azt az M-beli pontot rendeli, amely az (s, n®) kezdGadattal meghata-
rozott geodetikus mentén egységnyi affinparaméter-értékre fekszik s-t6l. Ez a leképezés
sima, és az implicit fliggvények tétele értelmében >-hoz biztosan talalhato egy U; kornye-
zet ugy, hogy abban ez a leképezés egy kolesonosen egyértelmi raképezéssé valik. Jelolje
Uy a € Cauchy-feliilet valamely kauzalisan normalis kornyezetét, azaz egy olyan nyilt
kornyezetet, melyet a @-re merélegesen inditott, és e kdrnyezetben egymést nem metszg,
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idgszerti geodetikusok jeldlnek ki. Ilyen nyilt kornyezet, a [64] referencia 2.2 lemméjanak
értelmében, biztosan létezik. Legyen tovabba U = U; N Us.

Legyen most p € PN JYXE]NU. Az s € J (p) N X pontra jeldlje 7,(s) annak
az egyértelmien meghatarozott kauzélis geodetikusnak a hosszat, mely a p pontot s-
el koti Ossze és amely a varakozasainknak megfelel6en nem negativ. Azokra az s € X
pontokra, amelyekre s € J~(p), a 7,(s) értéket nullanak valasztjuk. Ekkor 7,(s) az s
valtozo folytonos fiiggvénye. Igy J~(p) N Y nem iires és kompakt, hiszen ¥ kompakt,
J~(p) pedig zart minden globalisan hiperbolikus téridében. Emiatt 7,(s) biztosan felveszi
minimumat valamely sq € ¥ pontban. Ebbdl az kovetkezik, hogy léteznie kell egy olyan,
a p pontot sp-al 0sszekots kauzalis geodetikusnak, mely meréleges Y-ra. Ekkor azonban,
mivel p € U, 1étezik egy olyan Y-ra meréleges maximalis kauzalis geodetikus is, mely a
p pontot X-val koti ossze. Ekkor, mivel p € P, ez a geodetikus sziikségképpen fényszert.
Emiatt 7,(s) = 0 barmely s € ¥ pontra, azaz p nem kothetd Ossze idGszert geodetikussal
Y egyetlen pontjaval sem, és igy a lemma allitasanak megfelelGen azt kaptuk, hogy p €
oJ T [2]. O

4.1.3. Lemma. Legyen P = PNU. Ekkor

a) P akrondlis.

b) Egyetlen Killing-pdlya sem metszheti P-t kétszer.

Bizonyitas: a) Legyenek p,q € P. Megmutatjuk, hogy nem létezhet a p pontot g-val
osszekotd v idGszert gorbe. Amikor p, g € J7[X] vagy p,q € 0J[X], az allitas azonnal
kovetkezik az el6z6 lemmabol és a kauzalis halmazok hatéranak akronalitasabol. Igy csak
azt az esetet kell tekinteniink, amikor p € 0J7[X] NP és ¢ € dJT[X] NP. Ebben az
esetben barmely, a p pontot g-val 6sszekots, v idGszertd gorbe sziikségképpen metszi a ¢
Cauchy-feliiletet valamely r» pontban. Amennyiben azt tételezziik fel, hogy r a feketelyuk-
tartomanyhoz tartozik, azaz r € € NB teljesiil, akkor a p € 9J~ [X]NP feltétellel keriiliink
ellentmondasba, hiszen [0J~[X]NP] C 9J~[¢ NB], ugyanakkor p € I~[¢ NB|. Hasonléoan
megmutathato, hogy az r & B feltételezés a ¢ € JT[X] NP feltevésiinknek mond ellent.

b) Azt szeretnénk megmutatni, hogy semelyik p € P ponthoz nem létezhet olyan
u > 0, hogy x.(p) € P teljesedne. Amikor p € X, akkor a p-re illeszkedd Killing-péalya
az N (jovo iranyu) fényszerd geodetikus generéatora, és y.(p) € IT[€], barmely u > 0
esetén. Mivel NNP = X, ebbdl az kivetkezik, hogy barmely u > 0-ra x,(p) € P. Amikor
p € JT[X]\ X, akkor léteznie kell egy olyan s € 3 pontnak és egy olyan \ jovSiranyu,
fényszert geodetikusnak, mely a p és s pontokat Osszekoti. Ezek utan, a y, izometria-
transzforméaciot alkalmazva azt kapjuk, hogy létezik egy jovGiranyu, fényszerd geodetikus
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a Xu(s) ponttol x,(p)-ig. Igy s és xu(p) kozott 1étezik egy szakaszonként sima, jovéiranyt
fényszert geodetikusokbdl allo gorbe. Ekkor x,(p) € IT[X], ugyanakkor a jelen lemma a)
része folytan tudjuk, hogy x.(p) € P, azaz a p-re illeszkedd orbit nem metszheti Gjra P-t.

Amikor p € J7[X]\ %, a bizonyitas anal6g modon kaphato. O

Az iménti lemma értelmében N izometria-invarians nyilt kornyezete, Oy = x{P},
olyan trivialis szalnyalabszerkezettel rendelkezik, melynek struktiracsoportja R. Ennek
ellenére még mindig el6fordulhatna az, hogy az Oa~-ben futd Killing-palyak tetszélege-
sen kozel keriiljenek olyan mas, M-ben futé Killing-palyakhoz, amelyek nem metszik a P
halmaz P lezartjat. Ha ez megtorténhetne, akkor a Killing-palyak tere nem tenne eleget
a Hausdorff-féle szétvalasztasi axiomanak, és a kérdéses Killing-palyék jelenléte megaka-
déalyozhatna a kivant globalis kiterjesztés megkonstrualasat. A kovetkezd példa pontosan

egy ilyen elrendezést mutat be.

4.1.2. Példa. Legyen (M, ga) az a téridd, melyet a négydimenzids Minkowski-tériddbdl
at < —|x| alsé negyed eltdvolitaisaval kapunk. Az igy nyert téridd globdlisan hiperbolikus,
tovdbbd invaridans a sehol el nem tind £* =t (0/0x)*+x (0/0t)* boost Killing-vektormezd
daltal generdlt izometriacsoport hatasdra nézve. Nyilvdnvalo, hogy a t = x egyenlet daltal
meghatdrozott hiperfeliilet £%-ra nézve Killing-horizont. Ennek ellenére tetszdleges P vd-
lasztds mellett, az On = x{P} kornyezet M-beli lezartja tartalmazza a t = —x egyenlettel
meghatdrozott Killing-pdlyakat.

Az alabbi lemma azt igazolja, hogy a példaban bemutatott jelenség nem fordulhat el
az altalunk kivalasztott téridékben.

4.1.4. Lemma. Legyenck N, ¥ és P a fentieknek megfeleléen kivdlasztott halmazok. Le-
gyen P* C P eqy olyan nyilt részhalmaz, amelynek P* lezdrtja is része P-nek. Ekkor a
X{P*} pdlya M-beli hatdrdt pontosan a x,, izometriacsoportnak a P halmazt a P* hatdr-
pontjaiban metszd pdlydi feszitik ki, azaz 0[x{P*}] = x{OP*}.

Bizonyitas: Indirekt moédon tegyiik fel, hogy M-ben létezik olyan ¢ pont, amelyre
q € O[x{P*}] \ x{0P*}. Mivel q € O[x{P*}], biztosan létezik olyan {p;} pontsorozat P-
ben és {u;} valos szamsorozat, hogy a {¢; = xu,(p;)} pontsorozat ¢-hoz konvergal. Mivel
a P* halmaz P-beli lezartja kompakt, a {p;} sorozatnak biztosan van olyan részsorozata,
mely egy p € P* C P ponthoz konvergal. Tekintsiik most ezt a részsorozatot. Ekkor nem
létezhet olyan u € R, mely az {u;} szdmsorozat torlédasi pontja, hiszen ebbdl ¢ = x.(p)
kovetkezik, ami ellentmond az indirekt feltételezésiinknek. Igy vagy u; — —oo, vagy
pedig u; — +oo teljesiil, mikézben ¢ — oo. Tekintsiik most az u; — —oo esetet! Legyen
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p € IT(p) és ¢ € I~ (q). Ekkor biztosan létezik olyan i természetes szam, hogy barmely
i >irep € I (p) ¢és ¢ € IT(q). Ekkor azonban ¢ € M = IT[M*"] miatt léteznie
kell olyan r € M?*%¢ pontnak, amelyre r € 1(¢'), és emiatt r € I~ (g;), barmely i > i-
re. A y_,, izometria-transzformaciot az utobbi relaciora alkalmazva azt kapjuk, hogy
X—u; (1) € I (p;), és emiatt x_,,. (r) € I (p') barmely i > i-re. Mivel a Killing-palyék jove
irdnyitottak az M= aszimptotikus tartoméanyban, azt kapjuk, hogy I~ (p') az r ponton
atmend teljes Killing-palyat tartalmazza. Ez azonban azt is jelenti, hogy I~ (p’) D M*,
ami a 4.1.1. lemma bizonyitasa soran alkalmazott érvelés szerint ellentmond annak, hogy
egy globalisan hiperbolikus téridében J~(p’) N ¥ kompakt kell, hogy legyen.

Abban az esetben, ha u; — +o00, a bizonyitas a p és ¢ pontok szerepének felcserélése,

valamint a fent alkalmazott érvelés értelemszerd atalakitasa révén szarmaztathato. O

4.2. A globalis kiterjesztés

A 4.1.1. feltételben meghatéarozott téridGosztaly elemeinek globalis kiterjesztését a 3.1.2.
alfejezetben megkonstrualt lokalis kiterjesztés felhasznalaséval készitjiik el.

Jelolje ¥ az N Killing-horizont, valamint a 4 Cauchy-feliilet metszetét. Konnyen
belathato, hogy P alkalmas megvalasztasaval — ez lényegében a 3.1.2. alfejezetben (lasd
a 92| hivatkozést is) az e-kornyezetek alkalmas megvalasztasaval egyenértékd — mindig
biztosithat6 az, hogy az N Killing-horizont Oy = x{P} kornyezete pontosan egy olyan U
halmazzal essen egybe, amely a 3.1.2. alfejezetben leirtaknak megfelelGen kiterjeszthet6.
Azaz az U halmazhoz talalhato az (U, g.p|y) téridének egy olyan ® izometrikus bedgyazasa
az (M*, g¥,) téridébe, hogy az utébbiban egy olyan H kettéhasado Killing-horizont adhato
meg, melynek az A Killing-horizont ®[N] képe egy valodi részhalmazat alkotja.

Erdemes megemliteni, hogy a ® izometrikus beagyazés segitségével az is megmutat-
hato, hogy az N Killing-horizontot generald fényszerti geodetikusok milt irdnyban nem
lehetnek teljesek, ezért az N -en értelmezett feliileti graviticio sziikségképpen pozitiv. Te-
gyiik fel ugyanis, hogy az N-en futé Killing-palydk jové iranyban nem teljes fényszeri
geodetikusok. Ekkor, felidézve a 3.1.2. alfejezetben megkonstrualt U,V koordinatédkat —
ezek U teljes egészén mindig globalisan jol definidlt fiiggvények —, azt kapnank, hogy
I7[N]-ben az UV = dllando szintfeliiletek térszertiek, és az UV szorzat értéke folya-
matosan csokkenne a jovGiranya kauzalis gorbék mentén. Ebbdl az is kévetkezne, hogy
barmely, az N Killing-horizonthoz elegendéen kozeli p € I~[N] pontbol inditott, jovEira-
nyu, fényszerd geodetikus @ altali képe végig az M* sokasagon beliil maradna, mig el nem
éri a H kettéhasado Killing-horizontot. Ez azonban ellentmond annak, hogy a p € I~ [N]
valasztas miatt p € I~ [M*"] teljestl.
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Az el6z6 bekezdésben felidézett ,lokalis kiterjesztés” globalizacioja a 4.1.4.lemma és
az alabbi altalanos eredmény segitségével valosithatéo meg.

4.2.1. Lemma. Legyenek (M, gap), illetve (M',g.,) hatdrnélkiili, illetve a OM’' hatdrral
rendelkezd n-dimenzids tériddék. Legyen tovabbd O' az M’ olyan n-dimenzids részsokasdga,
amelyre OM' = 00'. Legyen Q az M sokasdg eqy olyan zdrt részhalmaza, amelyen M
differencidlis szerkezete eqy hatdrral rendelkezd sokasdgstrukturdt indukdl. Tegyiik fel, hogy
létezik eqgy @ : (O, glylor) = (Q, gav|o) tzometria-transzformdcio. Jelélje M a ® leképezés
dltal generdlt ekvivalenciareldcié hdanyadosterét, azaz M = (MUM')/®, ahol az x € M
és ©’ € M’ pontok pontosan akkor ekvivalensek, ha x € Q, 2’ € O" és ®(2') = x. FEkkor
M eqy természetes hatdr nélkili Hausdorff-féle sokasdgszerkezettel rendelkezik, tovdbbd
(]\/4\, Jup) eqy kiterjesztése az (M, gap) téridének, ahol gy, az M sokasdgon a gup €s a gl

metrikak dltal indukdlt metrikdt jelols.

Bizonyitas: Tekintsiik az M sokasagon, és az M’ halmaz int(M')-el jelolt belsejében
értelmezett térképek Osszességét és az ezek, valamint a ® izometria-transzforméacio altal az
M halmazon meghatarozott nyilt halmazokat. Nyilvanvalo, hogy ezek a nyilt halmazok M
teljes lefedését adjak, tovabba az ezekbdl, mint térképekbdl felépiils atlasz M-en egy hatar
nélkiili differencidlhatosokasag-strukturat indukal. A Hausdorff-tulajdonsag teljesiilése
mindenhol nyilvanvalo, kivéve M azon pontjaiban, melyek olyan (2/, ) parok azonositéasa
révén keletkeznek, amelyek koziil 2’ az O" halmaz M’-beli lezartjabol, mig z a Q halmaz
M-beli lezartjabol valo. Azonban, mivel Q zart M-ben, tovabba = a ® leképezés altali képe
valamely M’-beli pontnak, azonnal lathato, hogy x és ' pontok Haussdorff-szeparaltak
MU M’-ben. Ezek utéan ellendrizhets, hogy az (M\ , Gap) téridS az (M, gqp) téridének éppen
a 3.1.1. definicioban meghatarozott értelemben vett kiterjesztése. O

Ezek utén a fejezet legfontosabb eredményét az aldbbi tételben fogalmazzuk meg.

4.2.1. Tétel. Legyen (M, ga) a 4.1.1. feltételben meghatdrozott téridéosztaly eqy tetszd-
leges eleme, tovdbbd legyen az N Killing-horizont ¥ = € NN szelése kompakt. Ekkor
(M, gap) globdlisan kiterjeszthetd gy, hogy a megnagyobbitott téridében N képe eqy ketté-
hasado Killing-horizont valodi részhalmaza. Ezen felil mindig megadhatd olyan (M, Jab)
kiterjesztés 1s, amelyre az eredeti x, izometria-csoporthatds kiterjed, tovabbd (M , Gab) 0Z
< kettéhasaddsu feliiletre vett tengelyes tikrozésre nézve is invaridns.

Bizonyitas: Legyen az (M*, g},) térid6 az (M, gqp) térid6 — az el6z6 fejezet 3.1.1. tételé-
nek bizonyitasa szerint megkonstrualt — lokalis kiterjesztése. Legyen tovabbé ¢ — az ott
hasznalt € fiiggvények altal meghatérozott — pozitiv folytonos fliggvény a X szelésen.
Legyen M’ az M* azon hatarral rendelkez6 részsokasaga, amely pontosan azokboél a pon-
tokbol all, amelyekre az |[UV| < e, amikor U > 0, valamint |[UV| < ¢, amikor U < 0.
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Legyen O" az M’ sokasag azon részhalmaza, melyen U > 0. Legyen tovabba Q az O’
halmaz ® beagyazo6 leképezés altali 6sképe. Ekkor a 4.1.4.lemma alapjan tudjuk, hogy
Q az M sokasag egy zart részhalmaza. Igy a 4.2.1.lemma feltételei teljesiilnek, ami-
bél kévetkezik, hogy az (M, gqp) téridének megadhato olyan (]\/4\ , Jav) Kiterjesztése, amely
(M, gap)-nek, valamint (M’, ¢/, )-nek a 4.2.1. lemmaban leirt modon térténd Gsszeillesztése
altal jon létre.

Tekintsiik most az (]/\4\ , gap) Kiterjesztésbdl, annak idgiranyitasanak megforditésaval
elsallitott téridst. Toroljik ebbdl (M*,g%,) azon pontjait, amelyekre az U < 0 és az
|UV| > /2 feltételek teljesiilnek. Jeloljiik (]\/4\ ', q.,)-vel az igy kapott téridét. Vezessiik be
ezek utan az (U', V') koordinatakat az U’ = —U, V' = —V relaciokkal az (]\//T',fq\;b) térids
kettéhasado Killing-horizontja kérnyezetében. Mivel (M*, g¥,) rendelkezik az U — —U
és V. — —V leképezések altal meghatarozott, az . kettéhasadasi feliiletre vett tengelyes
tiikrozési szimmetriaval, az el6z6 bekezdésben leirt eljaras megismételhets tigy, hogy most
az (M',g.,) téridst az (M ', q.,) téridével helyettesitjiik. Nyilvanvalo, hogy az ilymodon
eléallitott (]Téf , Gap) téridén létezik egy izometriatranszformacio, melynek az (M, gg)-re
vett megszoritottja éppen y,. A fenti konstrukciobol az is koévetkezik, hogy (]\7 » Gab)

rendelkezik a kettéhasadési feliiletre vett tengelyes tiikrozési szimmetriaval is. O

4.3. Az anyagmezdk kiterjesztése

A fejezet hatralévs részében azt vizsgaljuk meg, hogy amikor a kiindulasi feketelyuk-
téridén adottak valamely anyagmezdk, és a téridé maga kiterjeszthetd, mikor terjesztheték

ki az anyagmezdket reprezentald tenzormezdk is.

Pontosabban fogalmazva, a 2.3.1 definicioban megfogalmazott feltételnek megfelelGen,
az (M, gq) feketelyuk-térids felett olyan (k, ) tipust T %y, ,, tenzormezdket tekin-
tiink, amelyek maguk is invariansak a y, izometriatranszforméacio-csoport hatasara nézve,
azaz feltessziik, hogy a

£eTH%, =0 (4.3.2)

relaciok teljesednek. Azon geometriai feltételek meghatarozéasara toreksziink, melyek ezen
T, o, tenzormezoknek az el6z6 alfejezetben megkonstruélt (M, gap) téridére vald
kiterjesztését biztositjak.

Nyilvanvalo, hogy barmely M-en értelmezett izometria-invarians (0,0) tipusu ten-
zormezd, azaz barmely skalarmez§ azonnal kiterjeszthetd M-ra. Az is kénnyen belat-
haté, hogy nem minden M-en értelmezett izometria-invarians tenzormezé terjeszthetd
ki. Példaul az Eddington-Finkelstein—tipust koordinatakban adott (du), egyforma mezs
izometria-invarians M-en, ugyanakkor a Kruskal-tipusu koordinata-rendszerre vonatkozo
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(dU,/U) alakjabol azonnal lathato, hogy a (du), formamez§ nem terjeszthetd ki sima

—

moédon M-ra.

Mivel az (Mv , Gap) téridén adott a g,, metrika, melynek segitségével az Osszes vektor-
index lehuzhato, az altalanossag elvesztése nélkiil korlatozhatjuk vizsgalatainkat a (0, ¢)
tipust tenzormezdkre. A tovabbiakban ezt tessziik, és a (0, /) tipusu tenzormezdsket a

tenzor-indexek elhagyasaval, egyszertien T -vel jeloljiik.

Koénnyen belathato, hogy valamely T tenzormezd kiterjesztését lehetetlenné tevs okok
— amint az imént emlitett specidlis példaban is — kizardlag a kettéhasad6 horizont kor-
nyezetében jelenhetnek meg. Eppen ezért vizsgalatainkban nyugodtan szoritkozhatunk
az (M , gap) térid6 (U, V) Kruskal-tipust koordinatakkal lefedett részére, a T tenzormezd
lokalis viselkedését pedig elegends egyetlen (U, V, X3, ... x™) koordinatékkal lefedett kor-
nyezetben vizsgalnunk. Jelolje O az egyik ilyen téridétartoményt, R pedig jelolje az O
halmaz ,,jobb oldali negyedébe” es@ részét, azaz O azon részhalmazat, amelynek pontjaira
az U > 0,V < 0 feltételek is teljesednek. Ekkor biztosan teljesiil a R C D feltétel is, ahol

D a kiils6 kommunikécié tartomanyat jeldli.

El6szor is az alabbi lemmaéat bizonyitjuk:

4.3.1. Lemma. A dU/U, dV/V, valamint a dx?, ... dz" formamezdk linedrisan figget-

lenek és xy-itnvaridnsak az R halmaz pontjaiban.

Bizonyitas: A dU/U, dV/V, dx3,... dz" formamezSk lineéris fiiggetlensége azonnal
kovetkezik a Kruskal-tipusi koordinatakbol képzett koordinata-differencidlok dU, dV,

da®, ..., da™ linearis fiiggetlenségébsl. A da?, ... da"™ differencidlok y,-invaridnssaga az
(23,...,2") koordinaték invariancidjanak kovetkezménye. A dU/U kifejezés y,-invarians,

hiszen du = dU/U is az. Végiil, az U és V koordinatak definicioja alapjan, R pontjaiban
az UV szorzat mindig megadhat6 gy, mint az (r,2?, ..., 2") koordinatak fiiggvénye, ez-
altal automatikusan x,-invarians. Emiatt a d(UV)/(UV) = dU/U +dV ]V kifejezés is az,
melybdl a fenti észrevételek alapjan azt kapjuk, hogy dV/V is x,-invarians kell legyen. O

Ezek utéan, ha R-en adott egy (0,¢) tipusa T tenzormezd, akkor a dU/U, dV/V,
dz3, ..., dz" formamezdk, mint bazismezdk segitségével kifejthetjiik 7-t. Mivel a dU/U,
dV/V, dx3,. .., dx™ formamez6k x,-invaridnsak, 7 pontosan akkor lesz x,-invarians, ha
a dU/U, dV/V, da' és da® formamez6k tenzori szorzatabol képzett bazisra vonatkozo
komponensei mind kiilon-kiilon is azok. Kz pontosan akkor kovetkezik be, ha ezek a
komponensek olyan fiiggvények, amelyek csak a (UV, 23, ..., 2™) koordinatakifejezésektol
fiiggenek. Ekkor R-en a (0, ) tipust 7 tenzormezst

T =Y fOHD0h )y, o® ) (dU/U)P(dV/V)D (d2®)0) L (da™) ™) (4.3.3)
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formaban adhatjuk meg, ahol a p,q,r3,...,r, — melyekre p+q¢+r3+---+1, = /(
teljesiil — azt jelolik, hogy a kérdéses baziselemek hanyszor szerepelnek a fenti kifejtésben.
Mivel dU, dV, da?, ..., dz"™ sima formamezdk, melyek mindeniitt linedrisan fiiggetlenek
a kiterjesztett téridében, T pontosan akkor terjeszthets ki sima modon oda, ha a fenti
kifejtés minden tagja kiterjeszthetd.

A fenti érvelés egyenes kovetkezményeként kaphatjuk az alabbi lemma bizonyitésat.

4.3.2. Lemma. Legyen T egy (0,() tipusi, sima, x,-invaridns tenzormezd R-en. Ekkor

(i) T pontosan akkor terjeszthetd ki M-ben a V = 0,U > 0 hiperfeliilethez — azaz az
N Killing-horizonthoz —, ha a fenti bdziskifejtésben minden egyes f®)(@):(r3)s(rn)
egytitthato fligguény az

FEND)sra) (Y, 23 g™y = (UV)e a®Hrs)eslma) (1Y, 43 2™)  (4.3.4)

alakban irhatd fel, ahol az oW @:(3)(rn) Lifejerések a jelzett vdltozdk tetszdleges,

sima fligguényei.

(i1) T pontosan akkor terjeszthetd ki az M* sokasdig U =0,V < O egyenletek dltal adott
hiperfeliiletéhez, ha a fenti baziskifejtésben minden egyes f®)(D:73)v(m) eoyiitthato

fligguény az

f(p)v( @)5(r3),5(Tn) (v, 3 ") = (UV)P ﬁ(P),(Q),(T3)~~~,(Tn)(UV’ x3, c,x") (4.3.5)

alakban irhato fel, ahol a [PD:(r3)v(rn) Lifejerések a jelzett wiltozdk tetszdleges,

sima fliigguényes.

(i1i) T pontosan akkor terjeszthetd ki sima modon az UV = 0 egyenlet dltal meghatdrozott
kettéhasado Killing horizontra — és ezdltal a teljes M* sokasdgra —, ha

f(p)v(q)v(rif)v”v(r’ﬂ)(UV’ x37 Lot = (UV)maX(p,q) ,y(p%(q) J(13)500(Tn) (v, 23 N
(4.3.6)
ahol a yP@:(r8)s(m) Lifejenések a jelzett vdltozok tetszdleges, sima fligguényes.

Tekintsiink most egy 7 sima, (0, ) tipust, x,-invarians tenzormezst az (M, gap) tér-
idén! Ekkor, mivel 7 sima N-en, minden egyes f®)(@:(3),(rn) egviitthatora az

f(P):(@),(ra)s(rn) (UV,z* ™) = (UV)!a (9)5(73),--(rn) (Uv, .. ) (4.3.7)

relacionak kell teljesiilnie. Igy a fenti 4.3.2 lemmabol az kovetkezik, hogy annak sziikséges
és elégséges feltétele, hogy T sima modon kiterjeszthets legyen az (M*, ¢%,) téridére az,
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hogy T baziskifejtésében minden esetben, amikor p > ¢ a
O{(p)v(q)v(rii)a"v(r’ﬂ)(UV’ x3’ L. 7'7;”) = (UV)p_Qd(p)7(q)7(7‘3)7"'7(r7b)(U‘/’ :L»37 . ,ajn) (438)

relacio is teljesiiljon, valamely &®)(@:(3).(rn) sima, fiiggvényre.

Mindezen észrevételek a fentebb megfogalmazott eredményeinkkel egyiitt adjak az
alabbi tétel bizonyitasat.

4.3.1. Tétel. Legyen (M, gu) a 2.5.1 definicicban meghatdrozott staciondrius feketelyuk-
téridd, és jelolje (]TJ/, Gab) 0z (M, gap) tériddnek a 4.2.1. tétel dallitasinak megfeleld globdlis
kiterjesztését. Tegyiik fel tovdbbd, hogy (M, gay) vagy sztatikus, vagy pedig staciondrius €s
tengelyszimmetrikus gy, hogy ugyanakkor a t — ¢ tikrozési invariancidval is rendelkezik
a D kiilsé kommunikdcios tartomany felett. Jelolje i a D tartomdny t 1dd- vagy t —
tiikrozési invariancidjat megjelenitdi : D — D leképezést. Ekkor minden M -en értelmezett
C®, Xu- €s i-invaridns T tenzormezd C'°° modon terjeszthetd ki (ZTJ, Jab)-TE.

Bizonyitas: Tekintsiik 7-nek a fentiekben definialt R C M tartomanyra vett megszo-
ritottjat. Ekkor, mivel 7 sima tenzormez6 az (M, g,) téridé felett, sima modon kiter-
jesztheté a V = 0,U > 0 relaciokkal adott N horizontra is. Erdemes megjegyezni, hogy
az i : D — D leképezés trivialis modon kiterjeszthetd az R tartomany M-beli hatarara
agy, hogy az a V = 0,U > 0, valamint az U = 0,V < 0 relaciok altal meghatéarozott
hiperfeliileteket kolcsonosen egymasra képezi. Igy, mivel 7 invarians az i : D — D transz-
forméaciora nézve, biztosan kiterjesztheté az U = 0,V < 0 hiperfeliiletre. Ez azonban
a 4.3.2lemma allitasanak értelmében azt jelenti, hogy 7 kiterjeszthetd a teljes (M , Gab)
téridére is. O
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5. fejezet

A feketelyukak, mint hologramok

Amint azt a bevezetében emlitettem, a stacionérius feketelyukakra vonatkoz6 tudasunk
nagy része az aszimptotikusan sik Schwarzschild- és Kerr-téridsk tanulményozéasa soran
alakult ki. A feketelyuk egyértelmrtiségi tételek alapjan biztosan tudjuk, hogy az aszimpto-
tikusan sik, stacionarius, elektrovakuum feketelyukak a Kerr-Newmann-téridGosztalyhoz
tartoznak. Azt varjuk, hogy amikor a feketelyukon kiviil anyag helyezkedik el, vagy a
téridé nem aszimptotikusan sik, akkor ezektdl eltérs, mas jellegti konfiguraciok — ugy-
nevezett deformalt feketelyukak — sokaséga valosulhat meg. Eppen ezért fontos annak
megértése, hogy mennyivel nagyobb a deformalt feketelyukak konfiguracios tere, mint az
a Schwarzschild- és Kerr-térid6khoz hasonld, aszimptotikusan sik feketelyukak esetében

volt.

A deformalt feketelyukak tulajdonsigainak tanulmanyozaséat célként kittizve ebben a
fejezetben olyan négydimenzios, elektrovakuum téridéket tekintek, melyek egy egyparamé-
teres izometriacsoportot, valamint egy azzal kompatibilis kettéhasadd Killing-horizontot
hordoznak. A térid6 aszimptotikus tulajdonsagaival kapcsolatban semmiféle megszoritas-
sal nem alkalmazok. Célom — a [99] munkdmban ismertetett legfontosabb eredmények
felidézésével — annak bemutatasa, hogy minden deformalt elektrovakuum feketelyuk ese-
tében a térid6 geometridja és rajta az elektromagneses mezé is teljes egészében ismert
feltéve, hogy a kettéhasadas feliiletén ismerjiik az ott indukalt metrikat, egy komplex
fliggvényt — melynek eltiinése a forgas hidnyara utal —, valamint az egyik komplex elekt-

romagneses potencial ottani értékét.

5.1. Deformalt feketelyukak

Vizsgalataink megkezdése el6tt érdemes felidézni, hogy az Osszes sztatikus és tengely-
szimmetrikus deformalt feketelyuk-téridé ismert, ezek tulajdonsagait szdmos munkaban

63
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vizsgaltak [60, 79, 90, 49, 23, 78, 38, 52, 39, 29, 113, 40|. Ugyanakkor az altalanos,
stacionarius konfiguraciok vizsgalata — a [29] munkaban talalhato, a célkittizéseiben is
meglehetdsen behatarolt probalkozastol eltekintve — nem tortént meg.

A sztatikus deformélt feketelyukak eredetileg csak lokélis érvelésekben keriiltek eld, és
gy gondoltak rajuk, mint a Schwarzschild-téridé olyan deformaécidira, amelyet a fekete-
lyuk koré tengelyszimmetrikusan odahelyezett anyag okozhat. Késébb nyilvanvalova valt,
hogy az altalanos deformalt feketelyukak fontos szerepet jatszhatnak négy-, illetve maga-
sabb dimenzids téridékben is, ahol egy, esetleg tobb térszerd dimenzié kompaktifikalasa
valosult meg (lasd, példaul a |78, 52, 39] munkakat).

Ebben a fejezetben egy olyan formalizmust ismertetiink, melynek segitségével lehets-
ségiink nyilik az Osszes lehetséges négydimenzios, stacionérius, elektrovakuum, deformalt
feketelyuk-konfiguracio egyiittes kezelésére. A matematikai keret egyrészt az altalanos
relativitaselméletben széleskdrben alkalmazott Newman-Penrose formalizmus [83|, mas-
részt a karakterisztikus kezdéértékprobléma Friedrich [33] altal megfogalmazott alakjanak
felhasznalasara épit. Ennek segitségével a vizsgalt deformalt elektrovikuum feketelyuk-
téridGosztaly elemeihez tartozo valodi szabadsagi fokok egyértelmtien meghatérozhatok.

5.2. A matematikail modell

Az FEinstein-elmélet keretein beliil olyan (M, g.) négydimenzios, erésen kauzalis, elekro-
vakuum feketelyuk-téridéket tekintiink !, melyek eleget tesznek az

1 ~
Rab — §gabR + Agab = 8’/TTab (521)

Einstein-egyenletnek, ahol Aa kozmologiai allandot jeloli. Az F,, kétformamezd segitsé-

gével adott elektromégneses mezé a

VaFab =0 és V[anc} =0 (522)
Maxwell-egyenleteknek tesz eleget, mig az Einstein-egyenlet (5.2.1) jobb oldalan allo T,
energiaimpulzus-tenzor a

1 1
Ty = —— | Fou By — —gup (Fof F¢ 5.2.3
b Ar b 49b( f ) ( )

alakban frhato fel. Utébbi automatikusan eleget tesz a dominans energiafeltételnek.

Feltessziik, hogy az (M, gq) téridén adott egy xq egyparaméteres izometriacsoport,

'Ebben a fejezetben a téridémetrika szignatirajat (+, —, —, —)-nak valasztjuk.
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melyet a R Killing-vektormezs general. Azt is feltessziik, hogy a téridében talalhato
N jov6 eseményhorizont egy olyan Killing-horizont, mely invaridns y, hatasaval szem-
ben, ugyanakkor K fényszert az N feliileten. Feltessziik, hogy & jovSiranyu N-en, és
Ya-nek nincs fix pontja N-en, valamint azt, hogy ¥ az N feliilet egy globalis, Ossze-
fliged, kétdimenzios, hatar nélkili szelését hatarozza meg. Ekkor specidlisan teljesiil a
2.4.1. feltétel, hiszen x; palyai R-el diffeomorfak, tovabba x; barmely pélyaja pontosan
egyszer metszi Y-at. Feltessziik tovabba, hogy N nemdegeneralt Killing-horizont — azaz
a 2.5.1. tétel értelmében — az N -hez tartozo allando6 értékd x feliileti gravitacié nemnulla,

azaz Kk = ko > 0.

Ekkor N fényszert geodetikus generatorai multiranyban geodetikus értelemben nem
teljesek. Felidézve ekkor az el6z6 két fejezetben ismertetett legfontosabb eredményeket
(lasd az [91, 92, 37, 95| munkakat is) megmutathato, hogy az (M, g.) térids N jove
eseményhorizontjanak mindig létezik olyan O elegendGen kicsiny, nyilt kornyezete, hogy
a (O, gaw|o) térids kiterjeszthets olymodon, hogy a megnagyobbitott (O, g¥,) téridében
egy olyan H kettéhasadé Killing-horizont talalhatd, mely a H; és Ho, egymast egy .7
kétdimenzios térszerti feliiletben metszd, Killing-horizontok uni6jaként all els, tovabba N
képe (mondjuk) a #; horizont .7 kauzalis jovGjébe es6 részének felel meg.

Ahogyan azt az el6z6 fejezetben megmutattuk, az (O*, gf) térid6 megvalaszthato
ugy, hogy rendelkezzen az . feliiletre vett tengelyes tiikrozésre vonatkozo invarianciaval,
tovabba — ahogy az a [92, 95| munkainkbol kovetkezik — a R Killing-vektormezs és az Fyy,
elektromégneses mezé is kiterjesztheté a megnagyobbitott téridén gy, hogy a kiterjesztett
R és 7, mezSkre a Lgg, = 0 és Lg%, = 0 relaciok O* felett mindeniitt teljesiiljenek.

Az imént felidézett kiterjesztés értelmében a H kettéhasado Killing-horizontot kife-
szit6 Hy és Ho Killing-horizontok geodetikus értelemben teljesek. Mivel a fejezet 6
eredményének szarmaztatésa soran a [83] és [33] munkdkban alkalmazott meggondola-
sokat hasznaljuk, tovabba mindkét munkaban alapvetd szerepet jatszik egy (u,r, 23, z4)
Gauss-féle fényszeri koordinatarendszer, ezért most kivonatosan rogzitjiik a kérdéses ko-

ordindtarendszer alapelemeit.

A Gauss-féle fényszert koordinatarendszer bevezetése soran — ahogyan azt a 2.1.3.
alfejezetben lattuk — elsGdleges egy fényszerd hiperfeliilet kivalasztédsa. Erre a szerepre
valasszuk most a H; Killing-horizontot. Jeldlje u a H; Killing-horizont fényszerd genera-
torainak olyan szinkronizalt affinparaméterezését, melyre u = 0 az . feliileten. Jeldlje
tovabba k* = (0/0u)® a H; Killing-horizont generatorainak jovéiranyt, fényszerd érin-
tévektorat. A valasztasunknak megfeleléen v > 0 az N Killing-horizontnak megfelels
részen, valamint ott a K Killing-vektormezé és a k% parhuzamosan elterjesztett vektor-
mezd kozott a

R = Kouk” (5.2.4)
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kapcsolat all fenn.

A 2.1.3. alfejezetben bemutatott eljaras alapelemeit kovetve tekinthetjiik a H; Killing-
horizont egyparaméteres .7, = {p € Hi|u(p) = u € R} szeléseit, melyek segitségével
definidlhatd Hi-en a jovGirdnya (¢ fényszert vektormezd és a hozzatartozo r szinkronizalt
affinparaméterezés, melyre r = 0 a H; feliileten, és amelyre (* = (0/0r)®* az O* kornyezet-
ben. Tegyiik fel, hogy (23, 2*) lokalis koordinétak az . feliilet valamely . részhalmazan.
Ekkor O*-nak létezik olyan O részhalmaza, ahol a kivant tulajdonsagi (u, r, 23, 24) Gauss-
féle fényszert koordinatak jol definialtak. A Hy és Ho Killing-horizontok O-ba esd részét
ezentil Hi-mal és Ho-mal jeloljiik.

5.2.1. A Newman-Penrose formalizmus

Ahogy azt kordbban mar jeleztiik, a fejezet legfontosabb eredményének széarmaztatasa
soran a Newman-Penrose formalizmus [83] és Friedrich [33] (lasd a [34, 35] referenciakat
is) karakterisztikus kezd@érték problémara vonatkozd eredményeit alkalmazzuk. Ezen
eredmények felidézését lényegesen leegyszertsiti az imént bevezetett Gauss-féle fényszert
koordinatarendszer alkalmazasa.

Az O* elemi téridékornyezet O részhalmazan — ahol az (u,r, 23, 2*) Gauss-féle fény-
szert koordinatak adottak — a (2.1.2) vonalelem segitségével felirt metrika kontravarians

alakjat a
0 1 0
g =11 g g¢gP (5.2.5)
0 gAr gAB

formaban adhatjuk meg.? Ezek utan a [83] munkaban hasznalt eljarast kivetve, az O
halmazon bevezetjiik az U, X4 valos-, és az w, £ komplex-érték fiiggvényeket gy, hogy
a

g7 =20 —ww), ¢ =X"— (0" +wet), ¢ = —(¢1€F +EM¢P) (5.2.6)
relaciok teljesiiljenek. Ekkor a

=0t nl =0t UG, + XAy, mb = wéh, + 400, (5.2.7)

definiciokat hasznalva O felett az {02, n% m® m*} komplex fényszert tetradot kapjuk.?
Azzal Osszhangban, hogy Hi-on n® = k% és az utobbi érinti a H; feliiletet, valamint

2Erdemes észben tartani, hogy most mind k%, mind pedig % jovSiranyt, valamint azt, hogy a metrika
szignaturaja (4, —, —, —).

3Az {£%,n% m® m"} komplex fényszert tetrad elemei fényszert vektorok, melyek nem azonosan zérus
belsGszorzatai a £*n, = 1 és ,m%m, = —1 relacidkkal adhatok meg.
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megkdveteljiik, hogy m® és m® mindeniitt érintse az H, feliilet ?u szeléseit, feltessziik,
hogy az U, X# és az w fiiggvények elttinnek a Hq-on. A tovabbiakban gyakran fogjuk
hasznalni a tetraddvektorokat mint irdnyok menti derivaltakat, melyeket O felett a

D=0/0r, A=0/0u+U-0/0r+X*-0/0z*, §=w-0/0r+&*-0/0x" (5.2.8)

osszefiiggésekkel definidlhatunk.

A Newman-Penrose-egyenletek egyszertisitése érdekében a megmaradt mértékszabad-
sag egy részét az aldbbiak szerint célszeri rogziteni [83]. Elgszor is tegyiik fel, hogy az
O kérnyezetben a {(*, n* m® m*} tetrad elemei parhuzamosan elterjesztettek az (¢ =
(0/0r)" érintévektoru fényszertd geodetikusok mentén. Ebbdl azonnal adodik, hogy O-
ban a k,e,m, p,T spin-egyiitthatokra mindeniitt a kK = 7 = ¢ = 0, p = p, valamint a
T = a + f relaciok teljesednek. Ezen feliil, mivel a 7221 fényszert generatorai mentén n®
eleget tesz a n°V.n® = 0 egyenletnek, a v spin-koefficiens zérus értéket vesz fel H;-on.
Amiatt, hogy v affinparaméter H, fényszert generatorai mentén, az is igaz (lasd példaul
[95] (4.14)-es egyenletét), hogy Hi-on v+ 7 = 0. Végiil egy m® — e®m® alakt forgatas

segitségével, ahol ¢ : H; — R egy alkalmasan valasztott valos fliggvény, az is elérhetd,
hogy maga a ~ spin-koefficiens is zérus értéket vegyen fel a H; feliileten.

5.3. Deformalt vakuum feketelyukak

Erdemes megemliteni, hogy a fenti mértékvalasztas teljes egészében megfelel annak, amit
Friedrich is hasznalt [33]-ban, igy az altala bizonyitott tételek azonnal alkalmazhatok
az imént rogzitett esetben is. ElGszor a tiszta vakuum esetet zérus kozmologai allando
mellett tekintjiik. Kés6bb —az 5.4. alfejezetben — megmutatjuk, hogy a kapott eredmények
altalanosithatok a forrasmentes elektroméagneses esetre akkor is, ha a kozmologiai allando
értéke nem feltétleniil nulla.

5.3.1. A karakterisztikus kezdGéértékprobléma megfogalmazasa

El6szor is idézziik fel, hogy a vakuum Newman-Penrose-egyenletek 4, azaz az (NP.6.10a)-
(NP.6.10h), (NP.6.11a)-(NP.6.11r) és (NP.6.12a)-(NP.6.12h) egyenletek, amikor O felett

4Azért, hogy elkeriiljiik Newman és Penrose alapvetd [83] munkéjara torténd folyamatosan hivatkozést,
a tovabbiakban a Newman-Penrose-egyenletekre az (N P.6.szdm és kis latin betd) kombinacioban fogunk
hivatkozni, ahol a (6.szdm és kis latin betd) jelolés az eredeti [83] munkaban alkalmazott szamozasra utal.
Ezen egyenletek altalanos alakjat az olvas6 megtalélhatja a jelen dolgozat appendixében is.
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az (u,r, 23, 2*) Gauss-féle fényszert koordinatékra épitve gy tekintiink rajuk, mint a
VT = (an W, XA7 U7 p,0,T,Q, ﬁ) v )\7 M, V3 \Ij()v \1117 \1[27 \1137 \1[4) (531)

vektorvaltozora felirt elsérendd, parcialis differencidlegyenletekre, akkor azok tulhataro-
zottak egyszertien azért, mert tobb egyenletiink van, mint valtozonk. Azonban, ahogyan
azt Friedrich megmutatta [33|, amikor néhany Newman-Penrose-egyenletet elhagyunk, és
ugyanakkor néhéany masik egyenlet alkalmas linedrkombinéciojat vessziik, akkor a kovet-
kez6 ,redukalt” vakuum egyenletrendszerhez jutunk:?®

DA = pet + 08" (5.3.2)
Dw=pw+ow—r1 (5.3.3)
DXA = &' 47l (5.3.4)
DU=70+7Tw— (v+7) (5.3.5)
Dp=p*+00 (5.3.6)
Do=2poc+ Y, (5.3.7)
Dr=71p+70+ ¥, (5.3.8)
Da=pa+pc (5.3.9)
DB=ac+pB+ ¥, (5.3.10)
Dy=1a+78+ U, (5.3.11)
DAX=pA+ou (5.3.12)
Dpu=pp+oi+ ¥, (5.3.13)
Dv=7p+7A+ s (5.3.14)
AWy =06V =AUy —p)Veg—227+ )V +30 ¥, (5.3.15)
AV, +DW =60y — 50y =(v—4a)Vy—2(u—7—2p) ¥, =37V, +20V; (5.3.16)

AUy +DVy — W3 — 60 = AUy —2(a—v) W +3(p—p) Uy —2(7—B) U3 +0 U,

(5.3.17)
AVUg +DUy — Wy — Wy = —2\U; + 30Uy +2(p—v—2u) U3+ (48 —7)¥, (5.3.18)
DU, — Uy =3V, +2aV3+pl, (5.3.19)

Ezek az egyenletek — amellett, hogy a V vektor valtozora egy jol meghatarozott rendszert
alkotnak — ugyanazzal a tartalommal birnak, mint az eredeti Newman-Penrose-egyenletek.
Ennek megfelelgen Friedrich idevago eredményét (lasd [33] 1. Tételét) az alabbiak szerint

A Friedrich altal hasznalt formalizmus sokkal bonyolultabb, de ahogy azt a [99] munkaban megmu-
tattam, atiiltethetd a Newman-Penrose-formalizmus jelolésrendszerére, és a redukélt egyenletek valoban
az (5.3.2)-(5.3.19) egyenletek segitségével adhatok meg.
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fogalmazhatjuk meg.

5.3.1. Tétel. Jelolje V4 a H, és 7-[g, eqymdst metszd, fényszerd hiperfeliileteken az ott
Loelsonek szamito” Newman-Penrose-eqyenleteknek eleget tevd kezddadatok eqy rendsze-
rét. Amikor V a Hy és Ho hiperfeliiletek D[ﬁl U 7:22] Cauchy-fiiggdségi tartomanydaban
megoldasa a redukdlt egyenleteknek, akkor V a teljes Newman-Penrose-egyenleteknek is
megolddsa. Ezen felil a V dltal meghatdrozott metrika, a torziomentes affindsszefiliggés és
a gorbiileti tenzor pontosan azok, mint amelyek felépithetdk a redukdlt egyenletek megol-
ddsaként kapott spin-egyiitthatok és Weyl-spinor komponensek segitségével.

Erdemes megjegyezni, hogy a feltétel azon része, miszerint Vi tegyen eleget az H,
és ﬁg, egymast metszd, fényszertd hiperfeliileteken az ott ,belsének szédmité” Newman-
Penrose-egyenleteknek, nem annylra erGs, mint ahogy azt az elsé pillanatban gondolnank.
Tekintsiik ugyams a sima H, 6s Hs fényszerd hiperfeliileteket, melyek egymést egy kétdi-
menziés .7 felilletben metszik. Ekkor a ,belsének szamitd” Newman-Penrose-egyenletek
olyanok, amelyek vagy Hi- -on, vagy Ho- -on, vagy pedig 7-on értelmezettek. Ahogy azt
Friedrich [33] 1. lemmajaban megmutatta, a vakuum Einstein-egyenletek megoldésa soran
mindig kiindulhatunk egy Vi redukilt kezdsadatrendszerbél” is, amely a H, feliileten
a ¥, Weyl-spinor komponensbdl, Hy-on a ¥y Weyl-spinor komponensbdél, mig F-en a
0,0, T, i, A spin-egyiitthatokbol, tovabba azon &4 vektormezébdl all, melybdl az Z-on
indukélt negativ definit metrika a ¢4? = —(SAEB + EAéB ) alakban épithetd fel. Fried-
rich azt is megmutatta, hogy amikor adott egy V5¢? redukalt kezdsadatrendszer, az F-en
értelmezett ,belsének szamité” Newman-Penrose-egyenletek algebrai modszerrel mindig
megoldhatok V komponenseire [33]. Mihelyt ismerjik V komponensemek F-en felvett
értékeét, a kivant V, kezdGadatrendszer mindig elallithato a 7-[1 és a ’Hz hiperfeliiletek
fényszert geodetikus generatorai mentén felirt kdzonséges differencialegyenlet-rendszerek

— ezek a kérdéses ,belsének szamité” Newman-Penrose-egyenletek — megoldasa révén.

Az igy nyert V, automatikusan eleget tesz a fent megfogalmazott 5.3.1. tétel feltéte-
lének. Azt az eljarast, ahogyan Vy-at a gyakorlatban meghatérozhatjuk a kettéhasado
Killing-horizontot hordozé téridék esetében, az 5.3.2. alfejezetben hamarosan explicit mo-
don bemutatjuk. A Friedrich altal kidolgozott formalizmus deformalt feketelyukak eseté-
ben vett alkalmazhatosaga szempontjabol fontos eredményt fogalmaz meg Friedrich ko-
vetkezd lemmaja is [33].

5.3.1. Lemma. Tegyiik fel, hogy V a Newman-Penrose-egyenletek megolddsa. Jeldlje V
a 'V megoldds HiUH, kezddfeliiletre valé megszoritottjdt. Tegyiik fel, hogy V¢ a Vo-bél a
fentebb leirt eljdrdssal kivdlasztott redukdlt kezddadatrendszer. Ekkor a Vied redukdlt kez-
ddadatrendszerbil a belsd Newman-Penrose-egyenletek megolddsa révén nyert kezddadatok
a ﬁl U ﬁg feliileten éppen a V kezddadatrendszert adjak vissza.
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Amellett, hogy az (5.3.2)-(5.3.19) redukalt vakuumegyenletek egy hatérozott rendszert
alkotnak, az is megmutathato, hogy amikor az O felett értelmezett (u, r, 3, z*) Gauss-féle
fényszerd koordinatakban irjuk fel cket, akkor az

A" -9,V +B =0 (5.3.20)

alakot oOltik, ahol az A* matrixok, valamint a B vektor a V vektorvaltozonak, tovabba
annak V komplex konjugéaltjanak sima fiiggvényei. Raadasul az is belathato, hogy az A*
matrixok Hermite-félék, azaz AT = A¥, tovdbba az A (n,+1,) kombinéci6 pozitiv definit
H1 egy elegendGen kicsiny kornyezetében.

Az utobbi allitasokat legkonyebben az (5.3.2)-(5.3.19) egyenletek szemrevételezése &l-

tal ellenérizhetjiik [99]. Eloszor is vegyiik észre, hogy a D, A, d,d derivalé operatorok
egyiitthatd matrixai az alabbi 18 x 18 matrixok alakjaban irhato fel

1 0 0 0
00000 10000
AD _ 01000 AD 01000 (5.321)
0/ 00100 0/ 00100
00010 000710
0000 1 00000
1 0 0 0
0 -1 0 0 0 0O 0 0 00
A0 0 0 -1 0 0 AP -1 0 0 00
~lolo 0 0 -1 0 1ol 0 -1 0o 00 |’
0O 0 0 0 -1 0 0 -1 00
0O 0 0 0 0 0 0 0 —1 0
(5.3.22)

ahol 1 a 13 x 13-as egységmatrix, mig 0 mindig azonosan zérus elemekbdl allo alkalmas
tipust matrixokat jelol. Figyelembe véve a

A9, = AP D+A® A+A 54+A.5 (5.3.23)

felbontast, valamint a (5.2.8) Osszefiiggést — mely a D, A, §,d differencidloperatorokat

az (u,r, 3, 2*) Gauss-féle koordinatakhoz tartozo parciélis differencidloperatorokkal kap-
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csolja Ossze — azt kapjuk, hogy

A" = AR (5.3.24)
AT=AP U - A +w A’ +w- A (5.3.25)
AV = XA A 1A AT A (5.3.26)

Ezek utéan — az AP, A, A% és az A% matrixok (5.3.21) és (5.3.22) altal adott explicit
alakjanak figyelembe vételével — egyszert annak belatasa, hogy a A%, A” és A4 matrixok
Hermite-félék, azaz

APT = AP (5.3.27)

Hasonloéan az is megmutathato, hogy az A*(n,+1,) kombinéci6 pozitiv definit, legalabbis
H1 elegendGen sziik kornyezetében, hiszen

Aty + 1), = (A" + A7) |7 = AP + A% (5.3.28)
és igy a det (A*(n, + 1,)) determinans értéke éppen 8 a H, feliileten.

A jelen alfejezetben bemutatott eredmények 6sszegzéseként megallapithatjuk, hogy az
(5.3.2)-(5.3.19) redukalt vakuumegyenletek egy kvazilinearis, szimmetrikus, hiperbolikus
rendszert alkotnak, melyhez alkalmasan valasztott kezddértékek esetén egyértelmid meg-
oldasok létezése garantalt, kovetkezésképpen igazolja az alabbi allitas (lasd [33] 2. tételét)
helytallosagat is.

5.3.2. Tétel. A karakterisztikus kezddértékprobléma keretein belil a redukdlt vakuum-
egyenletekhez eqyértelmiien létezd megoldds eqyben mindig a vikuum Finstein-eqyenletek
megolddsadt is adja.

5.3.2. A teljes kezdG6adatrendszer meghatarozasa

Az 5.3.1. lemma, valamint az 5.3.2. tétel értelmében barmely Vi? redukalt kezd6adatrend-
szer — a kezddéfeliilet Cauchy-fiiggéségi tartomanyaban — teljes mértékben meghatarozza
a vakuum Einstein-egyenletek hozza tartozé megoldasdnak Osszes tulajdonsagat. Azt is
felidéztiik, hogy a Vi¢d redukalt kezdGadat-rendszert a

Vo = {p,0, 11, A\, 75 E 5 U{Wa} g, U {0}z, (5.3.29)

alakban irhatjuk fel. Ennek megfeleléen egy vakuum téridé elGallitasahoz elegendd -
on a p,o,T,[i, A spin-egyiitthatokat, tovabba a §A Vektormezot — melynek segitségével
az .%-on indukalt negativ definit metrika a ¢g*# (£A€ + & fB ) alakban irhato fel —
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valamint a Wy, illetve a ¥y Weyl-spinor komponenseket a ﬁl, illetve 7:22 Killing-horizonton
megadnunk.

Visszatérve a fejezetben vizsgalt alapproblémahoz, azaz a deformalt feketelyukak vizs-
galatahoz, érdemes megjegyezni, hogy ezek az objektumok semmiképpen sem a legaltala-
nosabb olyan konfiguraciok, amelyekre az el6z6 alfejezetekben felidézett eredmények alkal-
mazhatoak. Igy a rajuk vonatkozo redukalt kezddadatrendszer is lényegesen egyszertibb
kell legyen, mint az altalanos esetben. Ennek belatasahoz elGszor is vegyiik figyelembe,
hogy mivel H egy kettéhasado Killing-horizont, az 6t kifeszits H, 6s Ho Killing-horizontok
sziikségképpen expanzio- és nyirasmentesek. Ez azt jelenti (lasd példaul [95] 3.1 és a 6.1
megjegyzéseit), hogy minden olyan deformalt feketelyuk esetében, amikor az anyag eleget
tesz a dominéns energiafeltételnek, a A és a p spin-egyiitthatok azonosan elttinnek ﬁl—on,
és hasonléan o és p azonosan zérus értéket vesznek fel a H, felileten. A [95] munkaban
azt is megmutattuk, hogy a horizonttal kompatlblhs R Kllhng vektormez§ a Weyl- és
Ricci-tenzor elfajult fényszerd sajatvektora a H = H, U Hs kettéhasado horizonton, ami
azt jelenti, hogy a 99 és ®9; Ricci-spinor komponensek, valamint a U3 és W, Weyl-spinor
komponensek eltiinnek a ﬁl feliileten, ehhez hasonldéan a ®yy és ®g; Ricci-spinor kompo-
nensek, valamint a Wy és ¥; Weyl-spinor komponensek eltiinnek a H, feliileten. Igy azt
kapjuk, hogy barmely deformélt vakuum feketelyuk esetében a Hy U Ho kezdsfeliileten
egyediil a &4 vektormezé és a T spin-egyiitthaté értéke valaszthaté szabadon, és azok is
csak a .7 feliileten, mlg a redukalt kezdGadatrendszer 6sszes tobbi eleme azonosan zérus
értéket vesz fel H1 U ’Hz megfelel§ részhalmazain.

A teljes kezdGadatrendszer neki megfelel§ redukalt kezdGadatrendszerbél torténd meg-
hatarozasanak illusztralasa érdekében — leginkabb azért, hogy érzékeltetni tudjam a [83,
33] munkékban kidolgozott matematikai formalizmus hatékonysagat — most részleteiben
bemutatom azt, hogyan lehet a fenti megallapitasaink és mértékrogzitéseink felhasznala-
séval a ﬁl U ’;flg kezddfeliileten kapott

Vil ={p=0=p=rA=0;7, &Yz U{¥=v=7=0}g U{Ty =0}, (53.30)
redukalt kezdSadatrendszerbdl a neki megfelels V, teljes kezdGadatrendszert elgallitani.

Tekintsiik elgszor is az . feliileten a belss egyenleteket. Vegyiik észre, hogy az
(NP.6.11k) és (NP.6.11m) egyenletek alapjan W, és W3 azonosan elttinnek 7-on. Ezek
utan (NP.6.10f), valamint az O halmazban érvényes 7 = a + [ mértékrogzités folytan
kapjuk, hogy

0 S = 2B A A+ (r—28)E". (5.3.31)

Az 7 feliileten az (5.3.31) egyenletrendszer a &4 vektormezd és a 7 spin-egyiitthato is-
meretében algebrailag megoldhaté B-ra és (-ra, és igy az o = 7 — [ Osszefiiggés alapjan
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a-ra is. Ezek utan (NP.6.111)-et alkalmazva kapjuk a
Uy = —da+6f+aa—2aB+ B8 (5.3.32)

egyenlGséget, ami rogziti Wy értékét az 7 feliileten.

Tekintsiik most a H feliileten a belss egyenleteket. ElGszor is mivel Wy = 0 7-72—011, a
(NP.6.12a) és W;|-; = 0 miatt azt kapjuk, hogy ¥; =0 a H, feliileten. Hasonléan, mivel
plz =0és ol =0, az (NP.6.11a) és az (NP.6.11b) egyenletek miatt p =0 és o = 0 on
H, feliileten. A p és o spin-egyiitthatok, valamint a ¥; Weyl-spinor komponens Hsy-on
torténd eltiinése miatt az (NP.611c-d-e) egyenletek figyelembe vételével azt kapjuk, hogy

Da=Df=Dr=0 (5.3.33)
Hs-on. Hasonléan, (NP.6.12b) miatt
DU, = 0 (5.3.34)

a Hy feliileten. Az (NP.6.11g) egyenletek kovetkeztében az is belathato, hogy A = 0
Ho-on, hiszen A\ azonosan zérus az . feliileten. Ezek utan (NP.6.11h) és az (NP.6.11f)

egyenletek figyelembevételével, valamint (5.3.34) és a i és v spin-egyiitthatok .7 feliileten
valo elttinésébdl kovetkezik, hogy a Ho feliileten

w=r-Uy, (5.3.35)

tovabba
y=r-(Ta+75+V,). (5.3.36)

Egy, a fentivel teljesen analog érveléssel — valamint a v és v spin-egyiitthatok Hi-
on valé eltiinésének figyelembevételével — a H, feliiletre vonatkozo belss egyenletek is
megoldhatoak. Példaul mivel ¥, = 0 H;-on, (NP.6.12h) és V3| = 0 folytan kapjuk,
hogy U3 = 0 on H;. Hasonloan, mivel plz =0és Az =0, (NP.6.11n) és (NP.6.11j)
alapjan azt kapjuk, hogy =0 és A =0 Hi-on. A pu, A spin-egyiitthatok és a W3 Weyl-
spinor komponens elttinése Hy-on az (NP.611r) és az (NP.6110) egyenletekkel egyiitt azt
adja, hogy

Aa=AB=A7=0 (5.3.37)

Hi-on. Az utobbi relaciok, az (NP.611p) egyenlet, valamint o-nak az - halmazon valo
elttinésébdl kovetkezik, hogy Hi-on

oc=u-(01—207). (5.3.38)
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Hasonléan, (NP.6.12g) alapjan H;-on
ATy = 0. (5.3.39)

Az egyediili, eddig meghatarozatlan p spin-egyiitthatot az (NP.6.11q) egyenlet, valamint
(5.3.39) és p-nak az .7 feliileten val6 eltiinése miatt a

p=u-(01—2a1 —U,) (5.3.40)

alakban adhatjuk meg H;-on.

Annak érdekében, hogy egy teljes V kezdGadatrendszerhez jussunk a 7:21 Uﬁg feliileten,

a fentiek mellett meg kell még adnunk a Weyl-spinor komponeseket az Hy U Hy kezd6-

feliileten, valamint a v spin-egyiitthatd értékét Ho-on. Példaul (NP.6.12f) alapjan azt

kapjuk, hogy AW, — §Uy = —37V, ﬁl—on, amib6l Wy|z = 0 és 7, Uy u-fiiggetlenségének
figyelembevételével

Uy =u- (0Wy — 37W5) (5.3.41)

adodik a H, felilleten. Egy teljesen analog érvelés folytan, (NP.6.12¢) és a fentebb szar-
maztatott relaciok alapjan, azt kapjuk, hogy

1
Uy = §u2 (52\112 —(T14+28) - 0¥y + 127'2\1’2) (5.3.42)

teljestil a H, feliileten.

Egy, az imént hasznalt érveléssel teljesen parhuzamos gondolatmenettel, az (NP.6.12c)
és az (NP.6.12d) egyenleteket felhasznalva, az is megmutathato, hogy

Uy =700, (5.3.43)

és

1 _ _
Wy oo (52% +2a- 5%) (5.3.44)

teljesiil a Hy feliileten. Végiil az (NP.6.111), (5.3.35) és a (5.3.43) egyenletek alapjén,
valamint v .%-on val6 elttinése miatt Ho-on azt kapjuk, hogy

1 —

A jobb attekinthetGség kedvéért érdemes a H, U 7:22 kezddételiileten a kapott relaciokat
Osszegytjteni, amit az 5.1. Tédblazatban meg is tettiink. Az ebben megjelenitett osszefiig-
gések egyszertisitése végett célszerti a Newman és Penrose altal bevezetett 0 — ,edth” —
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operatort hasznalni [84]. Mivel ¥y egy {0, 0}-tipusu skalar, 6Ws-t a
oV, = 0, (5.3.46)

alakban is felithatjuk. Eszrevéve azt, hogy 0W, {p, ¢}-tipusa {1, —1} — egyezésben azzal,
hogy oW, , spin-silya” s = %(p—q) =1 és ,,boost-sulya” b = %(p+q) = 0 — a [48| referencia
(2.14)-es egyenlete, valamint a 7 = @ + [ Gsszefiiggés alapjan azt kapjuk, hogy

Wy = 5°Wy + (1 —2B) - 50, (5.3.47)
A (5.3.46) és (5.3.47) relaciok, valamint az analég modon kaphato
oWy = 0, (5.3.48)

és

T, =0 U,y — (F— 2a) - 60, (5.3.49)
osszefiiggések felhasznalasaval a H, U Hy kezdéfeliileten a deformalt vakuum feketelyu-
kakra vonatkozo teljes kezdGadatrendszert az alabbi, 5.1. tablazatban adhatjuk meg.

H, % Ho

p=u- (6T —2aT1 — WUs) p=0 p=0
c=u-(01—207) o= o=

p=0 p= p=r-Yy

A=0 A= A=
Aa=AB=A7=0 a,f: 7=a+p | Da=DB=Dr=0
AT, =0 A1 = a,B8,¥y | DUy =0

Uy = 3u? - (020 — 870, + 1272 Wy) | U =0 Uy=0

Uy = u- (30 — 37Wy) U, =0 U, =0

U3 =0 U3 =0 U3 =r- 0¥,

Uy =0 Uy =0 Uy =3r?. (0°Wy +70Us)
(gauge) v =0 — v=0 = v=1r2. (00, +7Wy)
(gauge) y=0 — y=0 - y=r-(ta+7p+ ¥y)

5.1. tdblazat. A deformalt vakuumfeketelyukakra vonatkozod Vy teljes kezdGadatrendszer.

Miel6tt a vakuumesetre vonatkozo eredményiinket megfogalmaznank, idézziik fel azt
a kiilonbséget, ami a H;, U Hy kezddfelillet D[H; U Hs] Cauchy-fiiggdségi tartoméanyat
érinti a sima, azaz C*, illetve az analitikus, azaz C“ vélasztas mellett. Mig a sima
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esetben D[H; U Hs| a feketelyuk-térids kiterjesztése soran nyert OF alapsokasagnak a
& kettéhasadasi feliilet J[] N O* kauzalis jovSje és J~[.] N O* kauzélis maltja altal
megjelenitett fekete- és fehérlyuk-tartomanyaba esik, addig az analitikus esetben D[H; U
Ho] a Hi U Hy kezdofeliilet egy teljes kétoldali nyilt kérnyezetét adja [77, 103].

Osszegezve az el6z6 5.3.1-5.3.2. alfejezetekben Osszegytijtott ismereteket, valamint az
analitikus és sima esetben a karakterisztikus kezdGértékprobléma megoldasainak létezésére
és egyértelmiiségére vonatkozo eredményeket az alabbi tétel bizonyitasat kapjuk.

5.3.3. Tétel. Legyen (M, gu) eqy deformdlt vikuum feketelyuk-téridd, melynek N jovd
eseményhorizontja nem-degenerdlt gy, hogy mind (M, ga), mind pedig N sima, illetve
analitikus. Ekkor a téridd g, metrikdja a feketelyuk-tartomdnyban, illetve N valamely
kétoldali kérnyezetében mindeniitt eqyértelmiien meghatdrozott, mihelyt az N -et kifeszitd
Killing-pdlydk kétdimenzids terén az ott indukdlt metrikdt meghatdrozo €4 vektormezd,
valamint az N generdtorai mentén dllandd T spin-eqyiitthato ismert.

5.3.3. A gorbiilet viselkedése N generatorai mentén

Miel6tt az elektrovakuum deformalhato feketelyukak tulajdonsagainak lefrasaval foglal-
koznénk, érdemes egy kicsit ismét szemiigyre venni az 5.1.tablazat néhany sorat. Els6
pillantasra talan nem is olyan megleps, mégis érdekes az, hogy mig a W, és W; Weyl-
spinor komponensek a H, horizont generatorai mentén, addig a V3 és W, Weyl-spinor
komponensek a H, horizont generatorai mentén valnak aszimptotikusan végtelenné an-
nak ellenére, hogy mind a négy komponens azonosan zérus az . kettéhasadasi feliileten.
E révid alfejezet célja annak megmutatésa, hogy a kettéhasadasi horizont generatorai — a
parhuzamosan elterjesztett bazisokra nézve — altalaban gorbiileti szingularitdson végzsd-

nek.

Konnyen ellendrizhets, hogy abban az esetben, ha mind 6Vy = 0Ws, mind pedig 7
zérus az . kettéhasadasi feliileten, a fent emlitett Weyl-spinor komponensek mindegyike
azonosan zérus értéket vesz fel a H; U Hy Killing-horizonton. Nem tul nehéz annak
ellenérzése sem, hogy ezek az erGsen specialis feltételek azt jelentik, hogy az .# kettéha-
sadasi feliileten indukélt metrika éppen a metrikus gomb metrikaja, mely a 7 = 0 esetben
egyediil a Schwarzschild-téridére teljesiil. Ebbdl adodik egy fontos és természetes kérdés,
hogy vajon az Gsszes tobbi deformalt feketelyuk — ez a halmaz magat a Kerr-megoldast is
tartalmazza — rendelkezik-e az imént jelzett gorbiileti szingularitassal, és ha igen, akkor
van-e olyan fizikailag relevans, mérheté mennyiség, amely szintén végtelenné valik, vagy a

Weyl-spinor komponensek ,felrobbanasa” csak a bazisok nem megfelels valasztasat jelzi?
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5.3.1. Allitas. A U5 Weyl-spinor komponens pontosan akkor vdlik végtelenné a 7:ZQ hori-
zont fényszerd generdtorai mentén, ha a gorbiileti tenzor parhuzamosan elterjesztett bazi-
sokra vonatkozo valamely komponense nem marad korldtos a kérdéses generatorok mentén.

Bizonyitas: A fenti allitast legkonnyebben a gorbiileti tenzor valamely komponensének
a H horizont generatorai mentén parhuzamosan elterjesztett bazisokban felvett értékét
a U3 Weyl-spinor komponens értékével kifejezve ellenérizhetjiik. FElGszor is jegyezziik
meg, hogy az 5.2.1.alfejezetben alkalmazott mértékrogzités folytan az {¢%, n® m* m“}
komplex, fényszerd tetrad elemei parhuzamosan elterjesztettek a H, horizont generatorai

mentén. Igy az m® és m® tetradvektorok konstans egyiitthatos X = \%(ma +m®) és
Xe = —\/Lé(m“ — m®) linedarkombinacioi segitségével definialt X¢,, A = 3,4 egységnor-

maju, valos, térszerid vektormezdk szintén parhuzamosan elterjesztettek a 712 horizont
generatorai mentén, azaz az {{*,n* X¢&,} A = 3,4, vektorrendszer egy parhuzamosan
elterjesztett pszeudo-ortonormaélt bazist hataroz meg a tekintett generdtorok mentén.

Ezek utan, a W3 Weyl-spinor komponensnek a C.q Weyl-tenzor segitségével kifejezett
Uy = —Copean™lon‘im? (5.3.50)

definici6ja alapjan, azt kapjuk, hogy
Clapeal*nP X e = —/2 - Re () (5.3.51)

és

Clapeal*nP X, = V2 - Jm(Ty), (5.3.52)
mely relaciokbol azonnal adodik, hogy a Clpeal®nll¢X, g) vagy a C’abcdfanbf"’Xfi) kontrak-
ciok egyike biztosan végtelenné valik, hiszen a komplex W3 csak abban az esetben vélhat
végtelenné, ha a valos vagy képzetes része azza valik. 0

Az imént targyalt és részleteiben a [99] dolgozatban tanulméanyozott szingularitasok
létezésének lehetségére sokkal korabban, mar az [95] munkankban felhivtuk a figyel-
met (lasd [95] 6.2. megjegyzését). Erdemes azt is kihangstlyozni, hogy a parhuzamosan
elterjesztett béazisokra nézve kialakulé gorbiileti szingularitas semmiféle geodetikus in-
komplettséggel nem jar egyiitt. Az is meglepd, hogy mig a ¥y és W3 Weyl-spinor kom-
ponensek — a megfelel§ szinkronizalt paraméterekben mérve — linearis rendben, addig a
Uy és U, Weyl-spinor komponensek kvadratikus rendben valnak végtelenné a horizontok
generatorai mentén, mely — a [67] munkaban publikilt eredményeink fényében — éppen a
lehet6 leggyorsabb divergaléasi rend a tekintett maximélis fényszert geodetikusok mentén.
Végiil szeretnénk megjegyezni, hogy a generatorok mentén kialakuld gorbiileti szingula-
ritds nem erés abban az értelemben, hogy nem ,, skalar gorbiileti szingularitas”, azaz a
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Weyl-tenzorbol képzett egyetlen gorbiileti skalar sem valik végtelenné. Csak bizonyos
arapalyer6-komponensek véalnak egyre nagyobbé a horizont generatorai mentén elére, il-
letve visszafelé haladva.

5.4. Deformalt elektrovakuum feketelyuk-téridsk

Ebben a részben azokat a kiilonbségeket vessziik sorra, amelyek akkor 1épnek fel, amikor
az anyagmentes esetrél az elektrovakuum forrassal rendelkezd és nemnulla kozmoldgiai
allandot is megengedd, deformalt feketelyukak vizsgalatara tériink at. ElGszor a redu-
kalt téregyenletek explicit alakjat adjuk meg, melyek — a vakuumesethez hasonléan — a
Newman-Penrose egyenletek [83] egy részhalmazabol, illetve azok alkalmas linear kombi-
nacioibol, valamint a Maxwell-egyenletek egy alkalmas részhalmazabol allnak.

Erdemes felidézni, hogy a tekintett elektrovikuum esetben, a Newman-Penrose-forma-
lizmus keretein beliil, az Fy; elektroméagneses térerdsségtenzort a

G = Fopl*m” (5.4.1)
¢1 = % w (0" +mom") (5.4.2)
¢y = Fyymn® (5.4.3)

kontrakciok segitségével abrazolhatjuk, mig az (5.2.3) kifejezéssel adott energiaimpulzus-
tenzort az (NP.4.3b) egyenletek altal definialt ®;; Ricci-spinor komponensek — ahol az 1, j
indexek a 0, 1, 2 értékeket vehetik fel — segitségével fejezhetjiik ki, mely a jelen esetben az

egyszerd
D, =2 ¢i0; (5.4.4)
alakot olti [83].
Ezen valtozokat haszndlva az elektrovikuumra és nemnulla, A = —6A kozmologiai

allandora vonatkozo redukélt Einstein-egyenleteket a

D¢t =pet 408t (5.4.5)
Dw=pwt+ow—71 ( )
DXA =714 4764 (5.4.7)
DU=710+7w—(y+7) (5.4.8)
Dp=p*+07+ dy (5.4.9)



5.4. DEFORMALT ELEKTROVAKUUM FEKETELYUK-TERIDOK 79

Do =2po+ Y, (5.4.10)
Dr=7rp+70+ V¥, +Pn (5.4.11)
Da=pa+ o+ Py (5.4.12)
Df=ac+ppf+ ¥, (5.4.13)
Dy=7a+7F+Vy— A+ Dy (5.4.14)
DA=pA+7u+ Py (5.4.15)
Du=ppu+or+3¥y+2A (5.4.16)
Dv=7pu+7A+ s+ 0y (5.4.17)
AWy — § (U 4+0g) + DBy = (4y — ) Uy — 2(27 + B) Uy + 30 Ty (5.4.18)

— XDy — 28 D1 +20 D1y + p oo

A (W) — Bgy) + D (U —Dg;) — 5 (U +2A) + Py — 6 Uy + § Ppy = (5.4.19)
+v—4a)VYo+2(v+2p—p) ¥, —37Vy+ 20 VU3
+27-0)Pgp+2(—7—p)Por —20 D1+ 27Dy
+(304—B) Qo2 —2p Py

AWy +2A)+D Wy +2A) =0 (U5 + Poy) — 6 (g + Dgy) + APy + DPop = (5.4.20)
— Ao +2(v—a) U1 +3(p—p) ¥y —20V;+ 0¥y
+(27+27 — 1) Poo—2 (a+7) Poy — 27 P1o+ 2 (p — p) P11
— A Dyg + T Doz + 25 Doy + p oo

A(U3—Dgy) + D (Ug—Pyy) — Uy — 6 (Vg +2A) 4 6 Doy + 6 Poy = (5.4.21)
—2 U, +3v Uy —2(y+2u—p) W3+ (48 — 1) Uy
+2ud0— (28 —2a+v) Py — 20Dy + 21 Py
+2(y+ 71— p) Por—T Po

DU, —§(Wg+ Pyp) + ADgg = —3AVy +2a U5+ p Wy (5.4.22)
+20 D10 — 22Dy — (27 =27+ 1) Pop—2 (T — ) Py +7 Do

alakban irhatjuk fel. Ezeket az egyenleteket ki kell egésziteniink a redukalt Maxwell-
egyenletekkel, melyek a

Ago — g1 = (27— p) o — 27 ¢1 + 0 ¢2 (5.4.23)
Dy — ¢ = —A o + p b (5.4.25)

formaban adhatok meg.

Az el6z6 5.3.1. alfejezetben alkalmazott érveléssel teljesen analog gondolatmenetet fel-
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hasznalva megmutathato, hogy az (5.4.5) - (5.4.25) egyenletek egy jol meghatarozott
rendszert alkotnak a 21-dimenzids

VEM = (f W, XA U;p,o,7,0, 8,79, A, i, v; Wo, Wy, Wo, Wy, Wy; o, G, d2) (5.4.26)

vektorvaltozora. Hasonloan az is megmutathato, hogy ezek az egyenletek egyenértékiiek
a teljes csatolt Newman-Penrose- és Maxwell-egyenletekkel. ¢ Ezen feliil az is belathato,

3 x1) Gauss-féle fényszerti koordinatdkban felirt parcialis dif-

hogy amikor rajuk az (u,r, x
ferencidlegyenletekként tekintiink, akkor az (5.4.5) - (5.4.25) egyenletek egy kvézilinearis,

szimmetrikus, hiperbolikus rendszert alkotnak, mely rendszer felirhato a
(Apy )0,V + By, =0 (5.4.27)

vektor a V és a V valtozok

# matrixok Hermite-félék és a (A, )" (n, +1,) kifejezés

alakban, ahol az (A

sima fliggvényei, tovabba a (A

# matrixok, valamint a B

EM ) EM EM EM

E]W)

pozitiv definit.

Az is megmutathaté, hogy egy éltaldnos elektrovakuum-rendszer esetén a redukalt
kezdGadatrendszer a vikuum konfiguriaciokat jellemzs valtozok mellett a A = —6A koz-
mologiai allandot, a H, horizonton a ¢o Maxwell-spinor komponenst, a H, horizonton
a ¢o Maxwell-spinor komponenst, és a . kettéhasadéasi feliilleten a ¢; Maxwell-spinor
komponenst foglalja magaba, azaz

(Voo = {po, i, A 75 €% 01 5 U {0 6o}, U{Wos b0}, U{A € R}, (5.4.28)

A vakuumesetben ismertetett érvelés értelemszeri modositasaval az is megmutathato,
hogy az 5.2.1. alfejezetben szarmaztatott eredmények mindegyike altalanosithatd a vizs-
galt elektrovakuum esetre és — a fenti észrevételek Osszegzéseként — az alabbi allitas bizo-
nyithato.

5.4.1. Tétel. A karakterisztikus kezddértékprobléma keretein belil a Hi U Hy kezddfelii-
leten adott tetszdleges (V
haté — a D[H,UHs| Cauchy-fiiggdségi tartomdnyban — az elektrovikuum Einstein-Mazwell-

red

e )0 redukdlt kezddadatrendszerhez mindig egyértelmiien taldl-

egyenletek eqy V . megolddsa.

EM

o teljes kezdGadatrendszer meghatarozéasa a H1 UH, kezdsfeliileten a vakuum-

A (V

esetben, a 5.3.2. alfejezetben leirt 1épések értelemszerti adaptéilasa révén valosithatéo meg.

EJW)

Az elektrovakuum esetre vonatkozo eredményeket az 5.2.tablazatban gytjtottiik Ossze,

6A Newman-Penrose-egyenletek megtaldlhatok az appendixben.
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H, 5% Hy

p=u-(01 —2a1—VUy—2A) | p=0 p=0
o=u-(0T—25T) c=0 c=0

p=0 uw=0 p=r-(¥y+2A)
A=0 A=0 A=0
Aa=AB=AT7=0 a,B,r=a+p Da=Dg=Dr=0
AUy =0 A1, A — a,B,Ty | DUy =0
do=u-(0p1 — 27 1) ¢g =0 oo =0

Ag1 =0 $1 D¢ =0

P2 =0 P2 =0 ¢o =101

Wy = 1u? - T Ty =0 Ty =

Uy =u-0 U =0 Wy =0

U3 =0 U3 =0 Uy =r- Uy
Uy=0 Uy=0 U, =120,
(gauge) v =0 — vr=0 — 1/:%7“2-(5\1'2+25¢1'$1)
(gauge) y=0 — 7=0 — y=1-73

5.2. tablazat. A deformalt elektrovakuum feketelyukak (V,,,)o teljes kezdSadatrendszere.

ahol

Uy = 0%y — 870Uy + 1272 Wy +4 (3% — [T7 +26] - 0¢) - 6, + 209, - 3o,
Uy =00y — 37Uy + 289, - ¢,

Uy = —ba+0f+aa—2af+BB+AN+2¢1- ¢

Uy =0W, 4200, - ¢y

Uy = 0%y + 70y + 4(0%¢1 +70¢1) + 20¢1 - 0 6,
Y=Ta+T0+ Wy — A+ Pyq.

Ennek megfelelGen a vakuum esetben bizonyitott Gsszes eredményiink — kisebb érte-
lemszertd modositassal — érvényben marad az elektrovakuum esetben is. Igy példaul az
5.3.3. tétel megfelelGjeként az alabbi allitas bizonyithato.

5.4.2. Tétel. Legyen (M, guw) egy deformdlt elektrovikuum feketelyuk-téridd, melynek N
Jjovd eseményhorizontja nem-degenerdlt gy, hogy mind (M, ga), mind pedig N sima,
illetve analitikus. Ekkor a téridé gu metrikdja a feketelyuk-tartomdnyban, illetve N va-
lamely kétoldali kornyezetében mindeniitt eqyértelmiien meghatdrozott, mihelyt az N -et
kifeszitd Killing-pdlydk kétdimenzids terén indukdlt metrikdt meghatdrozo 4 vektormezd,
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valamint az N generdtorai mentén dllandd T spin-egyiitthato és ¢, elektromdgneses po-

tencial 1smert.

5.5. Zarb6 megjegyzések és nyitott kérdések

A jelen fejezetben a deformalt elektrovakuum feketelyuk-téridék altalanos tulajdonsagait
vizsgaltuk. Egy olyan j matematikai leirast vezettiink be, mely lehet6vé teszi nemcsak a
sztatikus, tengelyszimmetrikus, deforméalt vakuum feketelyukak tanulmanyozasat — ahogy
azt a fejezet bevezetésében méar emlitettiik, lényegében ezekre szoritkozott az Gsszes ko-
rabbi vizsgalat —, de a legaltalanosabb deformélt elektrovakuum feketelyuk-téridék vizs-

galatat is lehetévé teszi.

Mivel a deformélt feketelyukak N jov6 eseményhorizontja is egy Killing-horizont, A
fényszerd generdtorai expanzié- és nyirasmentesek. Ebben az értelemben a deformélt fe-
ketelyukakra tgy is gondolhatunk, mint az Ashtekar és munkatarsai altal bevezetett és
vizsgalt |4, 5, 6, 7| ,,izoldlt horizontokat’ admittalo téridékre. Fontos azonban annak hang-
stulyozasa, hogy a deformalt feketelyukak valtozatossédguk ellenére az izolalt horizontokkal
rendelkez6 téridéknek csak egy specialis osztéalyat képezik.

Mivel a fejezetben vizsgalt téridsk valojaban feketelyukak, természetesen vetddik fel
az a kérdés, hogy a feketelyuk-termodinamika torvényei kiterjeszthetéek-e a deformalt
feketelyukakra is. Ebben a vonatkozasban érdemes megjegyezni, hogy a sztatikus, ten-
gelyszimmetrikus esetben — ahogy azt Geroch és Hartle a [49] munkdban megmutatta — ez
megtehets. Igy valoszintleg nem tiinik az a feltételezés ttlsagosan ambicidzusnak, hogy
a megfeleld vizsgalatok kivitelezhetGek (bar a jelen munka keretében erre nem tettiink
kisérletet). A [12]-es munka eredményeire alapozottan feltehetd, hogy az altalanositas
megadhaté abban az esetben is, amikor a feketelyuk horizontja toroidalis, vagy valami-
lyen magasabb genusszal rendelkezé topologiaval bir.

A feketelyuk-termodinamika torvényeinek a deformalt feketelyukak esetére vett alta-
lanosithatosaga mellett szol az is, hogy minden ilyen feketelyuk tartalmaz lokalis kauzalis
horizontot abban az értelemben, ahogyan ezt Jacobson és Parentani |63]-ben meghatéaroz-
tak. Emiatt azt varjuk, hogy egy megalapozott entropiafogalom vezethets be a deformalt
feketelyukak esetében is. Ezen varakozasunkat ergsiti Carlip azon javaslatanak sikere
is, miszerint a feketelyuk-entropia meghatarozhaté a horizontkozeli konformis geometria
aszimptotikus alakjat ismerve |16, 17|. Mivel Carlip megkozelitésében egyaltalan nem
jatszik szerepet a térids globalis szerkezete, a modszere bizonyosan alkalmazhato a jelen
fejezetben vizsgalt, deformélt feketelyukakra.

Figyelemre mélto, hogy a szokasos izolalt, azaz aszimptotikusan stk vagy aszimptoti-
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kusan anti-de-Sitter, staticonarius, elektrovakuum téridék is ott vannak a jelen fejezetben
vizsgalt deformélt feketelyukak kozott. Azonban az utobbi halmaz lényegesen nagyobb,
hiszen a kérdéses feketelyuk-téridék aszimptotikus tulajdonsagaira vonatkozdéan semmi-
féle el6zetes elvarassal nem éltiink. A legfontosabb eredményiink értelmében egy defor-
malt feketelyuk-téridét — legalabbis az elektrovikuum esetben — teljes egészében megha-
taroz a kettéhasadéasi feliileten indukalt metrika, tovabba két komplex fiiggvény, melyek
egyike az egyik elektromagneses potencial. Ebbdl az is kovetkezik, hogy az aszimpto-
tikusan sik vagy aszimptotikusan anti-de-Sitter, staticonarius, elektrovakuum téridsk is
megadhatok ilyen tipusu kezdGadatokkal, és a kérdéses téridégeometria meghatérozhato
a téregyenleteknek a horizonttol kifelé vett integralasa segitségével. Ebben az értelemben
a feketelyuk-egyértelmiségi tételek egy 1j tipust bizonyitasara nyilhat lehetéség. Ep-
pen ezért fontos lenne azon kivalasztasi elvek tisztazésa, melyek kitiintetik az izolalt
feketelyuk-konfiguraciokat a kettéhasadasi feliileten szabadon valaszthato kezd&adatok
terében. Az ujfajta feketelyuk-egyértelmiiségi bizonyitas alkalmazéasanak, és kiilonosen
az eddig nem ismert, 0j feketelyuk megoldasok megtalalasanak a lehetdsége a fejezetben
bemutatott eredmények legfontosabb folyomanyanak tekinthetdk.

Tekintsiik most egy pillanatra megint az altalanos deformélt feketelyuk-téridé N ese-
ményhorizontjanak egy v = dllando, ¥, szelését. FEkkor a 3, szelés pontjaibol, a >3,
szelésre merdlegesen, a Dy kiilsé kommunikicios tartomény iranyaba inditott, N-et me-
rélegesen metszd fényszerd geodetikus kongruencia vagy mindeniitt divergal, vagy ¥,-nak
vannak olyan részei, ahol éppen kontrahalodik. Az elsé esetben a 3, szelést konvexnek,
mig a masodikban lokalisan konkavnak tekinthetjiikk. Amikor a szelés lokalisan konkav,
akkor az az elemi téridékornyezet, amelyet az N eseményhorizontra merdlegesen, —¢ érin-
tévektorral inditott fényszert geodetikusok hatéroznak meg, nem nytlhat ki az aszimp-
totikus régioba. Ezeket a miltiranyt, fényszerd geodetikusokat mint ,hajszalakat”, illetve
ezek seregét mint hajat tekintve azt is mondhatjuk, hogy a lokalisan konkév szelésekkel
rendelkezé eseményhorizontt, deformalt feketelyukak  kocos hajiak”. Ebben a képben
gondolkodva a szokasos, izolalt, aszimptotikusan sik vagy aszimptotikusan anti-de-Sitter,
stacionérius feketelyuk-téridék — ezekre Wheeler nyoman tugy tekint a szakmai kozvéle-
mény, mint olyanokra, melyeknek nincs haja — hajasak, bar ezekben a specialis esetekben
a haj tokéletesen elrendezett, azaz ,,jol fésiilt”.

Erdemes meggondolni, hogy az altalanos deformalt feketelyukak azon halmaza, mely
konvex szelésekkel rendelkezik, feltehetsleg sokkal tagabb, mint az izolalt stacionarius fe-
ketelyukaké. Ebben a halmazban kell lenniiik mindazon konfiguracioknak, melyekre az N
jové eseményhorizontot transverzalisan metszd, multirany, fényszerd geodetikusok affin
értelemben mind teljesek. A feketelyuk-egyértelmiiségi tételek alapjan nyilvanvalo, hogy
amennyiben a szelések topologiaja a kétdimenzios gomb topologiajaval egyezik meg, akkor
az aszimptotikus tartomanynak a szokésos izolélt feketelyukakétol eltérének kell lennie,
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vagy a szelések esetleg nem is gombi topologidjuak. Az utobbi esetben kiilonféle aszimp-
totikus strukturadk valosulhatnak meg — ezek lehetGségét Newman és Unti vetették fel
legelGszor, majdnem 6t évtizeddel ezel6tt (lasd a [81] munka végén talalhato diszkussziot)
rendelkez6 téridsk létezését. A nem gémbi aszimptotikaval rendelkezé téridSk szimmet-
riait Foster [30] méar évekkel ezel6tt vizsgalta, mig Schmidt [108]-ben explicit toroidalis
szelésekkel rendelkezé aszimptotikaju téridéket konstrualt. Nyilvanvalo, hogy rengeteg ér-
dekes kérdés fogalmazhato és valaszolhaté meg csak az aszimptotikus struktira vizsgalata
kapcsan is.

Végiil szeretnék ismételten ramutatni, hogy a fejezet legfontosabb erdeménye értelmé-
ben egy altaldnos deformélt elektrovakuum feketelyuk kettéhasadasi feliiletére gy is gon-
dolhatunk, mint egy olyan kompakt adathordozoéra, mely tarolja az elemi téridékérnyezet-
ben a teljes négydimenzios tériddgeometria, valamint az elektromagneses mez6 el6képét,
mely — mihelyt az adathordozé adott — a téregyenletek segitségével bonthato ki. Ebben
az értelemben a stacionérius, izolalt feketelyukak kettéhasadési feliiletére tigy is gondolha-
tunk, mint egy hologramra, amelyben a teljes stacionarius feketelyuk-térid6 Osszestiritve
abréazolhato.



6. fejezet

A tengelyszimmetria létezésérdl

Ebben a fejezetben sima, stacionarius, elektrovakuum feketelyuk-téridsket tekintek. Fel-
teszem, hogy a jové eseményhorizont is sima, valamint nemdegeneralt abban az vonatko-
zasban, hogy a fényszert geodetikus generatorai affin értelemben multiranyban inkomp-
lettek. Hawking feketelyuk merevségi tételének altalanositasaként megmutatom, hogy a
sima esetben a horizont feketelyuk fel6li oldaldn létezik egy a horizonttal kompatibilis
Killing-vektormezd, azaz a jové eseményhorizont valojaban egy Killing-horizont.

6.1. A probléma felvezetése

Ahogy azt mar kordbban is emlitettiik, a feketelyuk-fizika egyik fontos eredménye a Haw-
king feketelyuk-merevségi tételeként emlegetett azon allitas, melynek értelmében — meg-
felels feltételek teljesedése mellett — egy stacionérius elektrovakuum feketelyuk esemény-
horizontja egy Killing-horizont, azaz a téridén léteznie kell egy olyan — esetleg a staciona-
riustol eltérs — Killing-vektormezének, mely merdleges az eseményhorizontra [54, 53]. A
dolgozat bevezetésében azt is részletesen felidéztiik, hogy Hawking ezen eredménye milyen
fontos szerepet jatszott Israel és Carter jol ismert feketelyuk-egyértelmiiségi tételeinek ki-
dolgozésa soran. Mivel az analitikussag egy nagyon erds matematikai feltétel, fontos volt
Hawking tételének ezen feltétel alkalmazasatol mentes bizonyitasat szarmaztatni. A feje-
zet legfontosabb eredménye, a feketelyuk-merevségi tételnek az analitikus helyett a sima
esetben torténd bizonyitasa. Az alkalmazott modszer természetes velejarojaként azt ta-
laljuk, hogy a horizonttal kompatibilis Killing-vektormezd 1étezése sima esetben csak a
horizont feketelyuk-tartomanyba esé oldalan igazolhato.

A soron kovetkezd alfejezetekben el@szor megmutatjuk, hogy a stacionérus feketelyuk-
téridékben mindig talalhato olyan diszkrét izometriacsoport, mely a horizont generétorait
onmagukra képezi. Ezt kovetGen igazoljuk, hogy az N jov6 eseményhorizont kornye-
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zetében bevezethet§ alkalmas Gauss-féle fényszert koordinatékban kifejezve, az Gsszes
metrikus és térvaltozo, valamint azok tetszéleges rendt, N-re transzverzalis iranymenti
derivaltjai—A generatorai mentén—fiiggetlenck az u-koordinatatol. Ebbdl az analitikus
esetben azonnal kovetkezik, hogy a (9/0u)® vektormezs lokalisan egy Killing-vektormezé.
Ezt kévetGen, a geodetikus értelemben nem teljes Killing-horizontokat tartalmazé téridék
lokalis és globalis kiterjesztése soran hasznalt [91, 92| eljaras tovabbfejlesztett valtozatanak
segitségével, elGallitunk egy olyan — a karakterisztikus kezd&értékprobléma alkalmazha-
tosdga szempontjabol nélkiilozhetetlen — kezddéfeliiletet, melynek segitségével a Killing-
vektromez§ létezése az analicitdsra vald hivatkozas nélkiil is bizonyithato. Mindezek
kiegészitéseként altalanosan is megvizsgaljuk, hogy milyen elméletekben és kezdGérték-
problémék esetén igaz az, hogy a kezdGadatok szimmetriait a megoldéasok oroklik.

6.2. A vizsgalt stacionarius feketelyuk-térid6k

Tt

Ebben a fejezetben olyan sima, erésen kauzalis, négydimenzios (M, g,) feketelyuk-térids-
ket tekintiink, amelyeken megadhato egy olyan ¢, egyparaméteres izometriacsoport, me-
lyet egy t* Killing-vektormezs general. Ezen feliil azt is megkoveteljiik, hogy amikor a
téridében valamilyen anyagmez§ talalhato, akkor az azt abrazold tenzormezé is legyen
¢p-invarians. Egy (M, gap) stacionarus feketelyuk-térid6 aszimptotikus tartoméanya min-
dig tartalmaz olyan sima, akauzalis ¢ hiperfeliiletet, hogy annak valamely ¢%'%¢ C €,
a R"1\ B(R*") halmazzal diffeomorf részén a t* Killing-vektormezé szigort értelem-
ben idGszerd. Ekkor a feketelyuk-téridsk kiilonféle részhalmazainak meghatérozéasa soran
alapvetS szerepet jatszo M*5'%¢ C M stacionérius tartomanyt egyszertien a %5 halmaz
A{E1} = Uer [ €°1¢] palydjaként hatarozzuk meg.

A korabbi fejezetekben megszokott modon feltessziik, hogy a téridében talédlhato fekete-
lyuk-, de nincs fehérlyuk-tartomany, azaz B = M \ I~[M**] és W = M \ IT[M*"*¢] = (),
amibsl M = IT[M5] kovetkezik. Ekkor a kiilsé kommunikécios tartomanyt és a jove
eseményhorizontot a D = I~ [M*] és az N = 91~ [M*"*“] relaciokkal hatarozzuk meg.
Végiil megkoveteljiik, hogy N legyen sima, mig az N-et generalo fényszeri geodetiku-
sok terérdl feltessziik, hogy az a kétdimenzids gomb topologidjaval rendelkezik, azaz N

s sz

Erdemes megemliteni, hogy az utébbi mondatban felsorolt feltételek feleslegesek. El6-
szor is a kovetkezd alfejezetben talalhato eredményeknek megfeleléen N sziikségképpen
az R x X topologiaval rendelkezik, ahol > egy kompakt halmaz. Ezek utan a feketelyuk-
topologiai tétel alapjan (lasd a 7. fejezetet) N minden osszefliggd részhalmazarol megmu-
tathato, hogy az az R x S? szorzattopologiaval rendelkezik. Hasonléan — ugyan ismét meg-
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koveteltiik, hogy az N hiperfeliilet legyen sima —, érdemes felidézni (lasd a 2.4.1. definiciot
kévets megjegyzést is), hogy amennyiben a stacionarius feketelyuk-térids sima vagy ana-
litikus, akkor az N eseményhorizont is sima vagy analitikus hiperfeliilete a vizsgalt tér-
idének [41, 26].

6.3. A Killing-palyak tere
Ebben a részben a Killing-palyak és a jové eseményhorizont rovid jellemzése talédlhato.

6.3.1. Lemma. Legyen (M, gu) a 6.2. alfejezetben meghatdrozott staciondrius feketelyuk-
téridé. Ekkor barmely q € N-re és tetszdleges t # 0 esetén ¢y(q) # q, azaz t* sehol nem
tinhet el az N horizonton.

Bizonyitas: Az allitassal ellentétben tegyiik fel, hogy létezik olyan ¢ € N és t #
0, amelyre ¢;(q) = gq. Mivel M = IT[M*5"], léteznie kell olyan p € M** pontnak,
amelyre p € I~ (q). Mivel tetsz6leges n egész értékre ¢,,(q) = ¢, igy az is teljesiil, hogy
bni(p) € I~ (q) barmely n-re, amibdl azt kapjuk, hogy ¢{p} C I~ (q). Igy a 2.3.1.lemma
alapjan I~ (q) D Mt és igy I~ (q) D I [M®*] = D. Mivel N' = 9l [M**] a q
pont sziikségképpen az N horizont valamely jovSiranyban kiterjeszthetelen ~ fényszeri
geodetikus generatorahoz tartozik. Legyen most r a ¢ pont jovGjében fekvs pont v mentén,
O pedig legyen olyan nyilt kornyezete r-nek, mely nem tartalmazza g¢-t, végil V C O
legyen tetszdleges nyilt kornyezete r-nek. Mivel r € N = 91 [M,,,] = 9D, a VN D
metszet nem lehet iires. Igy, mivel I~ (q) D D, biztosan létezik olyan jovéiranyt A kauzalis
gorbe, mely a VV N'D metszetbdl indul és g-ban végzddik. Ezt a A gorbét a v generatornak
a q ¢s r pontokat 0sszekotd szakaszaval kiegészitve egy olyan jovéiranyu kauzalis gorbét
kapunk, mely az r pont tetszélegesen valasztott V kornyezetébdl indul, elhagyja azt, majd
visszatér a V kornyezetbe, igy az erds kauzalitasi feltétel sériil az r pontban. 0

Erdemes megjegyezni, hogy a fenti lemma bizonyitasa soran sem N topologidja, sem
differencialhatosagi tulajdonsigai nem jatszottak szerepet.

6.3.2. Lemma. Tetszbleges p € D vdlasztds mellett az N horizonton futé A Killing-pdlya
pontosan egyszer metszi a C = 01T (p) — lokdlisan Lipshitz — hiperfeliiletet.

Bizonyitas: Mivel a A Killing-pélya ¢;-invarians, azaz ¢{\} = A —a 2.3.1. lemma alapjan
—vagy I [\|ND = 0, vagy pedig I~ [\] D D teljesiil. Az els6 eshet&ség nem valdsulhat
meg, hiszen M = [T[M*] = [T[D], és igy biztosan létezik olyan ¢ € A pont, amelyre
q € I"(p). A maéasodik esetben, azaz amikor I~[\] D D — az imént bizonyitott lemma
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értelmében 1~ (¢) nem tartalmazhatja a D kiilsé kommunikacios tartoményt —, biztosan
létezik olyan ¢ > 0 valos szam, hogy q & I (¢(p)). Ez azt jelenti, hogy ¢_.(q) € I (p),
amibdl az kovetkezik, hogy a A\ Killing-palya biztosan metszi a C hiperfeliiletet.

Tegyiik fel, hogy » € AN C. Ha X\ tobb pontban is metszhetné a C hiperfeliiletet,
akkor létezne olyan ¢ > 0 valés szam, hogy az r € X\ pont mellett a ¢;(r) pont is a
C hiperfeliileten fekiidne. Ebbd&l azonban az kovetkezne, hogy az r pontnak egyidejiileg
az IT(p) és I (¢p_4(p)) jovShalmazok hatardhoz kellene tartoznia, ami ellentmond a p €
It (¢_,(p)) relacionak. Igy barmely, az N horizonton futé A Killing-palya pontosan egyszer
metszi a C = 01 (p) hiperfeliiletet. O

Az imént bizonyitott lemma értelmében ¥ = C N A az N horizonton fut6 Killing-
palyédkra nézve egy globalis szelést hataroz meg.

6.3.3. Lemma. Tegyiik fel, hogy az N jovd eseményhorizont sima, valamint ¥ = C NN
kompakt. Ekkor X az N horizontot kifeszité fényszeri geodetikusokra nézve is globdlis

szelést hatdroz meg.

Bizonyitas: Az N simasagara vonatkozo feltételiink kizarja, hogy N barmely ~ fény-
szer geodetikus generatoranak lehessen multbeli végpontja. (A jovs végpontok létezése
automatikusan kizart, hiszen N az [~ [M*'*‘] mult-halmaz hatéra.) Annak belatasa ér-
dekében, hogy v sziikségképpen metszi Y-4t, valasszunk egy tetsz6leges r pontot v-an és
legyen t olyan valos szam, amelyre ¢_z(r) € 3. Ilyen szam biztosan létezik, hiszen X az
N horizont Killing-palyaira nézve globalis szelést hataroz meg.

Tegyiik fel, hogy ¢ > 0. Amennyiben v nem metszené Y-at, akkor vy-nak az r pont
miultjaba es6 szakasza egy olyan multiranyban kiterjeszthetetlen, fényszertd geodetikus
gorbét hatarozna meg, mely mindvégig az N horizont ¥ és ¢z[¥] halmazok altal hatarolt,
kompakt részhalmazéban futna, és igy sériilne az erds kauzalitasi feltétel [53, 87]. Hasonlo
érvelés alkalmazhato a t < 0 esetben is, igy bebizonyitottuk, hogy 7 sziikségképpen metszi
>-at.

Végiil tegyiik fel, hogy v legaldbb két pontban, a g és s pontokban, metszi >-4t.
Ekkor, a C hiperfeliilet akronalitasa folytan, a v gérbe ¢ és s pontok kozotti szakasza a
C hiperfeliilet valamely \ fényszeri generatoraval kell, hogy egybeessen. Tekintsiik ezen
szakasz multiranyt maximalis .. kiterjesztését. Ekkor N simasaga folytan, valamint
amiatt, hogy C egy jov6halmaz hatara, tovabba mivel p € N, a \,00 gorbének egyidejiileg
az N horizonton és a C hiperfeliileten kell futnia. Emiatt \,,q, egy olyan, multiranyban
kiterjeszthetetlen, fényszerii geodetikus, mely mindvégig a ¥ = CNA kompakt halmazban
fut, ami ellentmond az erés kauzalitasi feltételnek. 0
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Az imént bizonyitott lemma értelmében N topologiailag az R x ¥ alakban adhat6 meg,
azaz a 6.2. alfejezetben ebben a vonatkozasban megfogalmazott elvarasunk automatikusan

teljesiil.

Jelen alfejezet legfontosabb eredménye az alabbi allitas, melynek teljesiilését Hawking
példaul [53] 9.3.6. allitasaban feltette, de bizonyitasat elscként mi adtuk meg [37].

6.3.1. Allitas. Legyen (M, gu) a 6.2. alfejezetben meghatdrozott staciondrius feketelyuk-
téridd, mely eleget tesz a fényszertd energiafeltételnek, azaz melyre Rypk®k® > 0, bdarmely
fényszerd k* vektor esetén. Ekkor létezik olyan to # 0 szdm, hogy ¢, az N eseményhori-
zont minden eqyes fényszerd generdtordt émmagdra képezi le. Igy az N eseményhorizon-
ton futé Killing-pdlydk, to periddussal, periodikusan metszik N fényszertd generdtorait.

Bizonyitas: A Hawking és Ellis konyvében [53] talalhato 9.3.1.allitas értelmében A
fényszerd generatorai expanzio- és nyirasmentesek. Ennek az allitasnak a helyességét ha-
marosan, a 6.4.1.tétel bizonyitasa soran, fliggetleniil is ellendrizziik. A 6.4.1.tétel egy
masik kovetkezményének értelmében £ g., = 0 az N horizonton, ahol ¢/, a g, térids-
metrika N-re vett visszahtizottjat jeloli, tovdbba k% az N horizont generatorait érinté
tetszoleges, sima, fényszert vektormezd N-en. Mivel a horizonton a ¢,k = 0 relacio is
teljesiil, Geroch [46] dolgozatanak appendixe alapjan, ¢/, egy negativ definit g4p metri-
kat hataroz meg az N-et kifeszits fényszertd geodetikusok .#-el jelolt terén. Feltételeink
szerint . egy sima sokasag, mely a kétdimenzios gdmb, S?, topolégiajaval rendelkezik.

Ekkor, barmely ¢ értékre, ¢, az N horizontot onmagara, mig a fényszertd generé-
torokat fényszerti generatorokra képezi. Ennek megfeleléen ¢; egy olyan egyparaméte-
res ggt diffeomorfizmus-csoportot indukél .-en, mely egyben a g4p metrikara nézve egy
izometriatranformécio-csoport is. Jelolje t4 az ennek megfelels Killing-vektormezét .7 -en.
Ha t* azonosan nulla az . generatorok terén — ebben az esetben t* fényszert az AN ho-
rizonton —, a fenti allitas teljesiil barmely ¢y # 0 értékre. Amikor #* nem azonosan nulla
Z-en, mivel . Euler-karakterisztikija nem nulla, léteznie kell olyan p € . pontnak,
hogy #4(p) = 0. Ekkor, a [117]-as munka 119-120 oldalain talalhato érvelést alkalmazva,
megmutathatd, hogy létezik olyan tg # 0 valos szam, hogy a (]gto leképezés éppen az .&
halmaz 6nmagéra vett azonos leképezésével esik egybe. Ekkor ¢, az A horizont minden
egyes fényszerd generatorat ommagara képezi le. 0O

6.4. Az analitikus eset

Ebben a részben olyan eredményeinket mutatjuk be, amelyek sima esetben fontosak lesz-
nek a horizonttal kompatibilis Killing-vektormezé 1étezésének bizonyitasa sordan. Ugyan-

1Bz a feltétel gyengébb, mint a dominins energiafeltétel.
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akkor ezen eredmények automatikus kévetkezménye az, hogy az analitikus esetben bizto-
san létezik a kérdéses Killing-vektormezs.

ElGszor is jegyezziik meg, hogy a vizsgalt (M, g.p) stacionarius feketelyuk-téridékben az
N jovE eseményhorizont egy kornyezete mindig lefedhets olyan elemi téridskornyezetekkel,
amelyekben Gauss-féle fényszerd koordinaték értelmezhetSek az alabbiak szerint.

Legyen X az N jové eseményhorizont egy sima, globalis szelése. Vezessiik be N fény-
szer generatorai mentén azt az u parametrizaciot, melyre u = 0 a ¥ szelés pontjaiban,
tovabba u = t a X; = ¢[X] szeléseken. Jelolje k* az igy vélasztott parametrizaciohoz
tartozo, jovSiranyu, fényszert érintGvektormezst AM-en. Jeldlje Y a X szelés azon 1é-
szét, ahol (2, %) lokélis koordinatak vezethetsk be, jelélje tovabba A a horizont azon
részhalmazat, melyet a 5 pontjain atmend fényszerid geodetikusok feszitenek ki. FEkkor,
a 2.1.3. alfejezetben leirt konstrukcio lépéseit kovetve, N C N szekciokhoz tartozé O
elemi téridskornyezetben olyan (u, 7, 23, #1) Gauss-féle fényszerti koordinatak értelmezhe-
t6k, amelyek eleget tesznek az alabbi feltételeknek:

(i) Az (u,r, 2 z*) Gauss-féle fényszerii koordinatak olyanok, hogy az u koordinéta a
(—00, 00) intervallumot futja be, mig — A kompaktsaga folytan — az r koordinata
valamely € > O-ra a (—¢,¢€) értékeken fut végig tgy, hogy Nazr =0 egyenlettel
adott, tovabba 23 és * koordinatdk a X N N lokalis szelésen.

(i) A k* = (0/0u)" vektormez6 az N horizonton jovGiranyu és fényszerd, mig ¢* az N
horizont u = dllando kétdimenzios ¥, szeléseire merdlegesen, az (“k, = 1 normalési
feltételnek eleget tevs, (¢ érintévektorral inditott fényszerd geodetikusok mentén
értelmezett r affinparaméter altal meghatéarozott (9/0r)" vektormezét jeloli.

(iii) Az O kornyezetben a metrikat a

ds?* =2 (dr —r-adu—r-064 dxA) du + yap dz?da? (6.4.1)

3 2% valtozok olyan sima fiiggvényei,

alakban irhatjuk fel, ahol o, B4 és yap az u, 7, @
melyek periodikusak w-ban, P periédussal, v4p negativ definit 2 x 2-es matrix,

valamint a nagy latin indexek mindeniitt a 3,4 értékeket veszik fel.

(iv) A valasztott Gauss-féle fényszert koordinatakban az elektromagneses teret abrazolo
F,;, Maxwell-tenzor komponensei is periodikusak u-ban, P periodussal. 2

2 P-vel minden esetben azt a legkisebb pozitiv értéket jeldljiik, amelyre nézve a kérdéses fiiggvények
periodikusak u-ban.
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6.4.1. w-invariancia a horizonton

A fényszertii konvergenciafeltételt és az u koordinataban vett periodikussagot felhasznalva

megmutatjuk, hogy N fényszeri generatorai expanzio- és nyirasmentesek [95]

6.4.1. Allitas. Legyen (M, gu) a 6.2. alfejezetben meghatdrozott staciondrius feketelyuk-
téridd, mely eleget tesz a fényszert energiafeltételnek, azaz melyre Rypk®k® > 0 bdrmely
fényszeri k* vektor esetén. Ekkor Lyga, |n= 0, azaz birmely O elemi tériddkornyezetben
0vap/O0u =0 az N szekcio felett.

Bizonyitas: Legyen (O, gl 5) Az N szekei6 elemi téridskérnyezete. Mivel k% = (8/0u)”
fenyszerd N-on,
Rapkk" = 87T,k k" (6.4.1)

Az (u,r, 2%, 2*) Gauss-féle fényszeri koordinadtakban (6.4.1) a

0?1 0|l
[nﬂ] +a [n\ﬁ} _’_l,yAG,yBD <87AB> (aﬁyGD> +87TTabk?akb:O (642)

ou? ou 4 ou ou

alakban irhato fel M-en, ahol  := — det (vaB) &s a 2 x 2-es ¥AP méatrix y4p inverzét jeloli.
Mivel y4p5 negativ definit, tovabba a fényszertd energiafeltétel teljesiil, a (6.4.2) egyenlet
baloldalan allo utolsé két kifejezés nagyobb vagy egyenld, mint nulla. Ezen feliil, mivel a
vap metrika az u koordinata periodikus kifejezése, biztosan létezik olyan ug érték, hogy
(Ollny/7]/0u)(up) = 0. Tovabba, a (6.4.2) egyenlet az d[In /7]/0u véltozora vonatkozo

elsérend kozonséges differencidlegyenlet N generatorai mentén, melynek megoldasa
a 1 _[u alu* w* w U, a u// U”
<—[ gﬁJ) (1) = —¢ Juo 04 / b(w)eluo @M gy (6.4.3)
u o

ahol b a (6.4.2) egyenlet baloldalan all6 utolso két kifejezést helyettesiti. A (6.4.3) egyenlet
alapjan, valamint az u koordinataban vett periodikussagot és a b > 0 egyenlGtlenséget
kihasznélva, azt kapjuk, hogy mind 0 [ln \/ﬂ /Ou, mind pedig b el kell, hogy tiinjon
N generatorai mentén. Kovetkezésképpen a (6.4.2) egyenlet baloldalan allo utolso két
kifejezés is azonosan eltiinik N -on, amibdl azt kapjuk, hogy

(agfy =0 (6.4.4)

teljesiil.® 0

3A tovabbiakban barmely O elemi téridokornyezet felett értelmezett f fiiggvény f |5 megszoritottjat
roviden f°-rel jeldljiik.
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A kovetkezSkben a dominans energiafeltételt és az u koordinatdban vett periodikus-
sagot felhasznélva, az alabbi allitas bizonyithato.

6.4.2. Allitas. Legyen ((5,gab](5) az N szekcid eqy olyan elemi téridokornyezete, ahol
(0yap/0u)° azonosan nulla. Ekkor mindig taldlhato olyan Gauss-féle fényszerd koordi-
ndtarendszer, amelyben a° = —k,, ahol ko > 0 dllandd, valamint 0f4/0u = 0 mindendttt
az N szekcio felett.

Bizonyitas: Mivel N-on k¢ merdleges a (8/ 83:A)a koordinata bazisvektorokra,

o\ 2\
Rabka (w) = 87TTabka (ax_A> (645)

teljesiil N-on. Mivel egyrészt a dominans energiafeltétel miatt 79,k" jovéiranyt idészert
vagy fényszert vektor, masrészt T k%k" = 0 az N szekeio felett, igy azt kapjuk, hogy
T kb sziikségképpen k® irdnyaba mutat, azaz N-on T,pke (8/6xA)b = 0. Felhasznéalva
ekkor, hogy (0vap/0u)’ = 0 az (u, r, 23, x*) Gauss-féle fényszert koordinatakban, a (6.4.5)

Oa aﬁA ° .
(2697‘ — %) =0 (6.4.6)

alakot Olti. Ezt az egyenletet az u koordinata szerint kiintegralva, valamint felhasznéalva

egyenlet a

Ba u periodicitasat és simasagat azt kapjuk, hogy

a P
8?/ a’ (u,x3,x4) du =0, (6.4.7)
0

ami azt jelenti, hogy létezik olyan x, > 0 allando, amelyre
P
/ a®(u, 2* 2ty du = —k, P (6.4.8)
0

teljesiil M-on. (Ha ko kisebb lenne, mint nulla, a x, > 0 feltétel az (u,r,23,2%) —
(—u, —r, 2%, 21) transzformacio, valamint az iddiranyitas megforditasanak egyidejii alkal-
mazasa révén mindig elérhetd.)

Ezek utan annak bizonyitasa, hogy olyan 4j (u, r, 23, %) Gauss-féle fényszert koordina-

tak vezethetSk be, hogy az a® = —k, egyenlet teljesiiljon, a [75]-es munka 395-398. oldalain
talalhato érvelés értelemszertd alkalmazasanak segitségével kaphato. Ezt kdvetGen, mivel
a° allando, (6.4.6) aktualis alakjabol a (054/0u)° = 0 relacié automatikusan kovetkezik.

O
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A (6.4.8) Osszefliggés értelmében, barmely O elemi kérnyezetben, az u koordinataban
vett periodikussag kivalasztja a kitiintetett s, értéket, melyet a ko, = —1/P fOP a’du
relacié hataroz meg. Erdemes megemliteni, hogy mivel az O tipust elemi kornyezetek N
egy O nyilt kornyezetének lefedését adjak, a kitiintetett x, érték az N horizont egészére
vonatkozik, hiszen k. értéke ugyanaz kell legyen az atfeds elemi kdrnyezetekben.

A 6.4.1 és a 6.4.2. allitasok értelmében, az altalanossag megszoritasa nélkiil feltehetjiik,
hogy barmely O elemi kornyezetben bevezetheték olyan (u,r, 23, #1) Gauss-féle fényszert
koordinatak, amelyekre a® = —k,, tovabba a (4 és a yap kifejezések u-fliggetlenek N
generatorai mentén. Annak belatasa érdekében, hogy analitikus esetben k% = (0/0u)® a
horizonttal kompatibilis Killing-vektormezd, azt is meg kell mutatnunk, hogy nemcsak az
a, Ba és a vap kifejezések, hanem ezek tetszdleges rendi r-derivaltjai is u-fiiggetlenek N
generatorai mentén [53, 75|. Hasonl6 vizsgalatot kell elvégezni az elektromagneses teret
abrézold Maxwell-tenzor komponenseivel kapcsolatban is.

Annak érdekében, hogy a geometriai és anyagi szabadsagi fokokat megfelelGen szeparél-
hassuk, elGszor csak a metrika invariancidjanak sziikséges és elegendd feltételét hatarozzuk
meg. Az elektromagneses térre vonatkozo vizsgalatainkat azt kévetGen kiilon végezziik el.

Mint oly sok mas esetben, ahol fényszert hiperfeliiletek jatszanak kézponti szerepet,
most is célszert a Newman-Penrose formalizmust [83] alkalmazni. Ahogy azt az el6z6
fejezet Newman-Penrose formalizmus alapelemeit bemutaté 5.2.1. alfejezetében lattuk, a
(6.4.1) vonalelemmel adott metrika (5.2.5) kovarians alakjaban szereplé komponenseket
az U, X4 valés-, és az w, &4 komplex-fiiggvények segitségével, az (5.2.6) egyenletnek
megfelelGen, a

g7 =20U —ww), g™ =X"— (@ +wet), g*f=—(EF + 4¢P

relaciok felhasznéalasaval adhatjuk meg. Az 5.2.1. alfejezetben alkalmazott mértékrogzité-
seket annak figyelembevételével hasznaljuk, hogy az u koordinata most nem affin-, hanem
Killing-koordinata. Igy jelen esetben a komplex fényszert tetrad olyan, hogy az O kér-
nyezetben mindeniitt k =1 =¢=0,p=p, 7T =a + [, migu:O,fyzﬁés,u:ﬁaz./(/
szekcio felett.

6.4.1. Tétel. Jeloljiik g*®-vel a 6.2. alfejezetben meghatdrozott staciondrius feketelyuk-
téridd O elemi kornyezete felett értelmezett téridémetrika Gauss-féle fényszerd koordind-
takra vonatkozd kontravaridans komponenseit. Ekkor tetszéleges i € {1,2,...,n} értékre

pontosan akkor teljesiil a

A (DO ({5°7}))" =0 (6.49)
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reldcio®, ha A ({(®1; + 3A), Poa})” = 0 és tetszdleges j € {0,1,2,....,n — 2} értékre

A (DY) ({@gg, Por, (P11 — 3A), D (D2)}))" = 0. (6.4.10)

Bizonyitas: Az (5.2.5) és (5.2.6) egyenletek alapjan, valamint az w, X4, U fiiggvények
N-on torténd eltiinése folytan kapjuk, hogy (6.4.9) pontosan akkor teljesiil, amikor tet-
sz6leges i € {1,2,...,n}-re

A (DD ({¢*w, X4 U}))" =0. (6.4.11)

Tovabbé, az (M.3) - (M.10) metrikus egyenleteknek 5 megfelelgen — 14asd a (6.10a) - (6.10h)
Newman-Penrose-egyenleteket is — belathato, hogy (6.4.11) pontosan akkor teljestil, ami-
kor tetszoleges i € {1,2,...,n}-re

A DY ({p, o (v+7)}) =0. (6.4.12)

Annak belatasa érdekében, hogy n = 1 esetén (6.4.12) a ®1; + 3A és Py, kifejezések
N generatorai mentén vett u-fiiggetlenségével ekvivalens, jegyezziik meg, hogy a feliileti
gravitacio (2.5.1), valamint « definicioja alapjan (utobbi megtalalhaté az appendixben)

(Y+7)° = (n*n"Valy)° = (k*k"Voly)° = —(k“"Voky)® = —ko, (6.4.13)
ahol ko = dllandd az N feliileten. Mivel ~° = ~° azt kapjuk, hogy
0(7)°=0(7)° = A(y +7)° = 0. (6.4.14)

Erdemes felidézni, hogy a 6.4.1 és a 6.4.2. allitasok értelmében T2, = T°, = (Oyap/0u)’
= 0, amibdl a Ricci-, és Weyl-spinor komponensek, valamint a spin-egyiitthatok definicioja
alapjan (lasd az appendixet) azonnal kapjuk, hogy ®5, = ®5;, = A\° = u° = 0, és hasonléan
az (NP.10), (NP.13) ¢s (NP.14) egyenletekbsl W5 = W] = 0 kovetkezik.

Ekkor az (NP.15), (NP.18) és a (6.4.14) egyenletek alapjan azt kapjuk, hogy

Ala)® = A(B)° = 0. (6.4.15)

4A tovabbiakban A (D(j) ({f1, f2, . [n})) azon fiiggvények listajat jeloli, melyeket az fi, f2, ..., fv
fiiggvényekbdl ugy nyeriink, hogy azokra a D differencidloperatort (j)-szer hattatjuk, majd a A operatort
egyszer alkalmazzuk. Specialisan, A (D(O) { f1, fa, -y fN})) a A({f1, f2,..., fn}) kifejezést adja.

SAz (M.m), (N P.n) és (B.p) alakii egyenletszamozas az appendixben felidézett m-edik metrikus egyen-
let, n-edik Newman-Penrose-egyenlet, illetve a p-edik Bianchi-azonossag — altalunk kivalasztott mérték-
rogzitésnek megfelel§ — alakjara utalnak.
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Ehhez hozzavéve a 7 = a + [ relaciot, A(7)° = 0 azonnal adodik. A (6.4.15) és (NP.12)
egyenletek, valamint ®1; + 3A u-fliggetlenségének azonnali kovetkezménye az, hogy

A(Uy42A)°=0. (6.4.16)
Ekkor (6.4.16) és (NP.17) alapjan A(p) eleget tesz a
A(A(p)) + kA(p) =0 (6.4.17)

egyenletnek N -on, melynek az egyetlen periodikus megoldasara A(p)° = 0 teljesiil.

Végiil (NP.16) alapjan azt kapjuk, hogy A(0)° = 0, hiszen feltételeink szerint A(®Pgz)
eltiinik N-on.

Az, hogy az allitasunk igaz n = 2 esetén is, az alabbi moédon igazolhat6. ElGszor is,
(NP.6)-nak megfelelgen, A (D (v + 7)) = 0 pontosan akkor teljesiil, ha A(Wy+ Wy —2A +
2041)° = 0. Vegyiik észre, hogy (6.4.16) alapjan az utolso egyenlet éppen a A(Pq; — 3A)
kifejezés N-on val elttinésére vonatkozo — (6.4.10)-ben megfogalmazott — feltételiinkkel

ekvivalens.

AA(D (), A(D(B))°, valamint a A (D (7))° kifejezések eltiinése, az (NP.3) - (NP.5)
egyenletek és a feltételeink alapjan, a A(Wy)° elttinésével egyenértékiiek. Az utobbi feltétel
teljesiilésének megmutatésahoz jegyezziik meg, hogy jelen esetben (B.4) N-on a

A (A (W))) + ko A(T)) — TA (201, — 3Wy) =0 (6.4.18)

alakot olti. Az (6.4.18) egyenlet baloldalan &ll6 utolso kifejezés éppen 7 [2 A (P17 + 3A) —
3 (¥y + 2A)], ami — az induktiv feltételiink, valamint (6.4.16) kovetkeztében — azonosan
nulla V-on. Emiatt (6.4.18) egyetlen periodikus megoldéasa a A(W;)° = 0 alakban adhato
meg.

Ezek utan, (NP.1)-nek megfelelsen, A (D (p))° pontosan akkor nulla, ha A(®g)° = 0,
és hasonloan, (NP.2) alapjan, A (D (0))° = 0 pontosan akkor, ha A(¥;)° = 0. Feltételeink
szerint A(®Pgp)° = 0, mig (B.2) alapjan azt kapjuk, hogy

A (A (V) + 26.A(Tg) — oA (3Uy 4 2311) + A (D (Pg2)) =0 (6.4.19)

N-on. A feltételeink felhasznalasaval megmutathato, hogy a (6.4.19) bal oldalan &llo
utolso két kifejezés eltiinik, és igy (6.4.19) egyetlen u-periodikus megoldéasa a A(Wq)° =0
alakot Olti.
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Az «, B,v, T, p,o, valamint a ®gg, Doy, P11 kifejezések u-fiiggetlenségének egy tovabbi
kévetkezménye az, hogy a (B.9) - (B.11) egyenleteknek megfelelGen

A (D ({(P11 +3A), Do, @1 }))" =0, (6.4.20)
mig az (NP.7) - (NP.9) egyenletek alapjan

AD{\u,v})° =0, (6.4.21)

Ezek utéan a teljes indukeio modszerével igazolhatjuk azt, hogy a (y+7), 7, p, o kifejezé-
sek tetszdleges, (n — 1)-nél alacsonyabb rendd D-derivaltjai pontosan akkor u-fiiggetlenek
N generatorai mentén, ha az ®gg, Po1, Pog, (P11 —3A) és D(Pgy) kifejezések, valamint ezek
(n — 2)-nél alacsonyabb rendii D-derivaltjai u-fiiggetlenek. Tegyiik fel, azaz legyen az in-
dukcios feltételiink az, hogy az imént megfogalmazott allitas teljesiil az n = n értékre.
Ekkor a (6.4.20) ¢s (6.4.21) egyenletek igazolasa soran alkalmazott érvelés értelemszerd
adaptalasaval megmutathato, hogy

A (DD, g, v, (@11 + 3A), Pag, @91 }))” = 0, (6.4.22)

tetszbleges i € {1,2,...,n} értékre.

A bizonyitas hatralévs részében megmutatjuk, hogy tételiink allitésa teljesiil n = n+1-
re is. El6szor is jegyezziik meg, hogy (NP.6) miatt A (D™ (y + ’7))0 = 0 pontosan akkor
teljesiil, ha A (D7D (W + Wy — 2A + 201;))” = 0. Ez utébbi kifejezés (NP.12) figyelem-
bevételével A (D(ﬁ_l) (Pyy — 3A)) N generatorai mentén valo eltiinésével ekvivalens, mely

egyike az induktiv feltevéseinknek.

Ezek utan, az (NP.3) - (NP.5) egyenletek alapjan, A (D(ﬁ)({a,B,T}))o = 0 ponto-
san akkor teljesiil, ha A (D®=Y ({®g;, ,}))° = 0. Az utobbi relacio elss fele, azaz
A (DD (<I>01))O = 0 egyszertien az induktiv feltételiinkbdl kdvetkezik, mig annak érde-
kében, hogy a A (D(ﬁ_l) (\Ill))o = 0 relaciot igazoljuk, tekintsiik a (B.1) egyenlet (n — 2)-
szeres D-derivaltjat. Felhasznalva a D, & és 0 operatorok kommutatorait (lasd az ap-
pendixet) azt kapjuk, hogy D=1 (¥,) N-on u-fliggetlen kifejezések segitségével adhato
meg.

Hasonléan, (NP.1) és (NP.2) alapjan azt kapjuk, hogy A (D™ ({p,c}))” = 0 pontosan
akkor, ha A (D=1 ({@qy, \Ifo}))o = 0. Belathato, hogy az iménti feltétel els része az in-
duktiv feltevésiink miatt azonnal teljesiil, mig A (D=1 (¥y))” elttinése abbol kivetkezik,
hogy N-on A (DD () a

A (D V(W) + kof{dllands} - D™D (W) + {u-fiiggetlen kifejezések} =0  (6.4.23)
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egyenletnek tesz eleget, melyet (B.2) (7 — 1)-szeres D-derivaltjabol a D, § és & operatorok
kommutatorainak tobbszori alkalmazasaval kaphatunk meg.

Kovetkezésképpen a (v + 7), 7, p, 0 spin-egytitthatok, valamint azok n-ed vagy annal
alacsonyabb rendd D-derivaltjai u-fiiggetlenek N generatorai mentén, amint azt bizonyi-
tani szandékoztunk. 0

A Gauss-féle fényszerti koordinatak és az imént alkalmazott komplex fényszeri tet-
rad, valamint a 7}, energiaimpulzus-tenzor komponenseinek és a ®,5 és A Ricci-spinor
komponensek kapcsolatat tekintve — a vonatkozo relaciok megtalalhatok az appendixben
— belathato, hogy az imént bizonyitott 6.4.1. tétel az alabbi allitassal ekvivalens.

6.4.1. Kovetkezmény. Legyen ((5,gab|5) a 6.2. alfejezetben meghatdrozott staciondrius
feketelyuk-téridd eqy elemi téridékornyezete. Tegyiik fel, hogy az energiaimpulzus-tenzor
Tory Trr, Tra, Tap komponensei, valamint a T,.,., T, 4, Tag komponensek n—1-ed, vagy anndl
alacsonyabb rendd r-derivdltjai u-fiiggetlenek az N hiperfelileten. FEkkor az (6.4.1) vo-
nalelemmel adott metrikdban szerepld o, Ba €s yap metrikus kifejezések, illetve azok n-ed,
vagy anndl alacsonyabb rendd r-derivdltjai u-fiiggetlenek N -on.

6.4.2. Einstein—Maxwell rendszer

Korabbi igéretiinknek megfeleléen ebben a részben a forrasmentes elektroméagneses mezé
esetét tekintjitk at az Einsten elméletben. A szabad elektromagneses teret az 5. fejezetben
alkalmazott leirasnak megfelelGen az F,;, Maxwell-tenzor segitségével abrazoljuk, mely a
(5.2.2) egyenletnek tesz eleget, tovabbéa a csatolt Einstein-Maxwell-rendszerhez tartozo

energiaimpulzus-tenzort a (5.2.3) egyenletnek megfelelen adjuk meg.

A jelen alfejezet legfontosabb eredménye, mely egyben a kdvetkezs részek alapjaul is
szolgal, az alabbi allitasban foglalhatd Gssze:

6.4.2. Tétel. Legyen (M, ga) eqy, a 6.2. alfejezetben meghatdrozott, staciondrius, elek-
trovdkuum, analitikus feketelyuk-téridd, valamint ((5, Jab|3) olyan elemi tériddkornyezet,
ahol (u,r, 23, 2%) Gauss-féle fényszeri koordindtdk értelmezettek, s melyben a gq, metrika
és az F,, Maxwell-tenzor komponeser u-periodikusak. Ekkor

alg = —ko €5 Fualg =0, (6.4.24)

ahol Kk, € R, tovabbd a metrika és az Fy, Maxwell-tenzor komponeseinek tetszdleges rendid
r-deriwadltjar u-figgetlenek, azaz

—0 (6.4.25)

a [ o H
N

Ou | orn {a, Ba, vaB; Furs Fua, Fra, Fag}
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teljesil barmely n > 0 egész értékre.

Bizonyitas: Allitasunkat teljes indukcioval bizonyitjuk. Annak belatasa érdekében,
hogy az allitasunk igaz n = 0 esetben, tekintsiik el6szor az energiaimpulzus-tenzor T,
komponensét, melyre az (5.2.3) relacio, valamint a v4p metrika negativ definitsége foly-
tan T, = —=(FuaF.py*?)° > 0 teljesiil, amibsl — a 6.4.1. 4llitds bizonyitasa soran
alkalmazott érvelést hasznélva

0vaB °
F°r, =0 : =0 6.4.26
uB €s ( au ( )

kovetkezik. Ekkor (5.2.3)-nak megfeleléen T2, = 0 is teljesiil. Igy a 6.4.2. tétel figyelem-

(g_z)o _ (%)O —0. (6.4.27)

Az induktiv bizonyitas elsS lépésének zarasaként tekintsiik elészor a V,F" = 0 Maxwell-

bevételével

egyenlet Gauss-féle fényszeri koordinatédkra vonatkozo ‘u’-komponensét, mely N-on a

oF,,
ou

—0 (6.4.28)

alakban frhat6 fel. Hasonléan, a V|, Fap = 0 és F;p = 0 relaciokat felhasznalva, Fap
komponensek u-fiiggetlensége is igazolhaté. Végiil a V,F4% = 0 és Vi Fpy = 0 egyenle-
tekbdl u-derivalast kovetSen A -on a

0 (0F, OF s
% ( 8u ) + I{OW = O (6429)

egyenletet kapjuk, melynek egyetlen u-periodikus megoldasara a (%)O = 0 relécio tel-

jestil.

Ezek utan az F,,., Fya, F,4 és Fap komponensek u-fiiggetlenségébdl (5.2.3) alapjan azt
kapjuk, hogy a T, T}.., T,.4 és T xp komponensek is mind u-fiiggetlenek N-on. Ezen utobbi
észrevétel a 6.4.1. kovetkezmény figyelembevételével az o, 4, vap metrikus fiiggvények
els6 r-derivéltjainak N generatorai menti u-fiiggetlenségét igazolja.

Induktiv hipotézisként most tegyiik azt fel, hogy az «, 54,74 metrikus fliggvények
Osszes . € N-nél nem magasabb rendid r-derivaltjai, valamint az F,., F,a, Fra és Fap
komponensek 6sszes n — 1 € N-nél nem magasabb rendt r-derivaltjai mind u-fiiggetlenek

N-on.

Ekkor az V. Fap = 0 és az V. F4, = 0 egyenletek n — l-szeres r-derivaltjait az

O"Fap O"Fyua

valamint a derivaltak u-

N felilleten kiértékelve azonnal latszik, hogy a 5, o

fliggetlenek N-on. Hasonloéan, a V,F"* = 0 Maxwell-egyenlet n — 1-szeres r-derivaltjat
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O" Fur
orn

> kifejezés u-fiiggetlensége is ellendrizhets. Veégiil, az V,F4¢ = 0 és
az V[, I'p,) = 0 Maxwell-egyenletek n-szeres r-derivaltjat felhasznélva, az aj;f 4 kifejezésre
0 [(O"F,a
Ju \ Or"

felhasznalva a (

"
) + Ko - dllando - 88 L {u-fiiggetlen kifejezések} = 0 (6.4.30)

i

egyenletet kapjuk N-on. (6.4.30) egyetlen u-periodikus megoldasara (% <8gf g/‘)) =0

teljesiil.

Az F,., Fua, F,.a és Fyp komponensek n-szeres r-derivaltjainak u-fiiggetlenségébdl
(5.2.3) alapjan azt kapjuk, hogy a 7., T4 és Txp komponensek n-szeres r-derivaltjai is
mind u-fiiggetlenek N-on. Igy a 6.4.1. kovetkezményt felhasznalva azt kapjuk — ahogy
azt bizonyitani szerettiik volna —, hogy az «, f4,vap metrikus fliggvények n + 1 rendt
r-derivaltjai is mind u-fiiggetlenek N generatorai mentén. 0O

Analitikus esetben (6.4.25)-b6l azonnal kovetkezik, hogy — legalabbis N egy elegen-
dden kicsiny kérnyezetében — k* = (9/0u)® egy Killing-vektormezd. A 6.6. alfejezetben
azt mutatjuk meg, hogy a sima esetben, ha a feketelyuk nem degeneralt, akkor a horizont-
tal kompatibilis Killing-vektormezé 1étezése bizonyithatd a horizont feketelyuk-tartoméany
felsli oldaldn. Miel6tt ezt tennénk, a kévetkezé alfejezetben idézziik fel azt a kapcsolodo
eredményiinket, miszerint a gravitacié olyan metrikus elméleteiben, ahol a gravitacio és
az anyag csatolt fejlédési egyenletei szimmetrikus, hiperbolikus, elsérendd egyenletekké
irhatok at, a kezdGadatok szimmetridi megérzéddnek, azaz mind az evolucié soréan kapott
térids, mind pedig a rajta 1évé anyagmezok rendelkeznek a kezdSadatok altal hordozott

szimmetridkkal.

6.5. A megoldasok szimmetriai

Altalanosan igaz az a meglatas, hogy a szimmetriaval rendelkezé megoldasok minden
fizikai rendszerben kitiintetett fontossaggal birnak. Ez azért van igy, mert szimmetriak
esetében a téregyenletek lényegesen leegyszeriisodnek, illetve bizonyos, a szimmetriaktol
eltérd, tulajdonsagok lényegtelenek az adott fizikai jelenség targyalédsa soran.

A jelen alfejezet célja annak vizsgélata, hogy a kezddérték-probléma soran szabadon
valaszthato kezdGadatokban felismerhetd szimmetriak milyen esetekben valnak a meg-
oldasok altal is hordozott szimmetriakkd. A probléma targyalasa lényegesen tul mutat
jelen fejezet keretein. Mégis a lentebb felidézett altalanos érvelés mellett dontottem,
leginkabb azért, mert nem sokkal egyszertibb az egyedi rendszerek kiilon-kiilon vald vizs-
galata sem. A bemutatasra keriil6 eredmények — amellett, hogy altaluk valaszt kapunk a
szimmetridk propagélasaval kapcsolatban feltett altaldnos kérdésiinkre — fontos szerepet
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jatszanak a sima, elektrovikuum feketelyuk-téridék esetében a horizonttal kompatibilis
Killing-vektormezé létezésének bizonyitasa — lasd példaul a 6.6.2. tétel bizonyitasat — kap-

csan 1s.

Az altalunk keresett sziikséges és elégséges feltételek — ezek azok, amelyek a meg-
oldasok Killing-szimmetridinak létezését biztositjak — a kezdGadatokra vonatkoz6 meg-
szoritasok segitségével adhatok meg. Az alkalmazott kezdéérték-probléméra vonatkozo
egyetlen elvarasunk az, hogy benne — alkalmasan véalasztott kezdGértékek esetén — a kvazi-
lineéris egyenletek megoldésanak 1étezése és azok egyértelmiisége garantalt legyen. Azokra
a kezddérték-problémakra, amelyek eleget tesznek ezen elvarasunknak, a tovabbiakban
mint ,, alkalmas kezdGérték-probléméak ”-ra hivatkozunk. Alkalmas kezd&érték-probléma
példaul a standard Cauchy-probléma [28], vagy a karakterisztikus kezdGérték-problémak,
ahol a kezddfeliilet vagy két sima, egymast egy kétdimenzios térszerd feliilletben metszé
fényszert hiperfeliilet unioja |77, 103|, vagy pedig egy karakterisztikus kup [31, 14, 103|.
Mivel a kezdGérték-problémak kapcséan semmiféle tovabbi megszoritast nem kell alkalmaz-
nunk, a jelen alfejezet eredményeit abban az alakban fogalmazzuk meg, amely barmelyik
alkalmas kezd&érték-probléma esetén azonnal alkalmazhato. A tovabbiakban a kezddéfe-
lilletet mindig %-vel, mig a kezdGadatokat az alapvaltozok szogletes zardjelben torténd
feltiintetésével jeloljiik. Igy, amikor ¢ az alapvéltozonk a standard Cauchy-probléma ese-
tén, ahol n® a € térszerd hiperfeliiletre meréleges egységvektor, [¢] a p|¢ és az n®V,p|¢
fiiggvénypérost jeloli, mig a karakterisztikus kezdéérték-probléma esetén [p] maga a ¢|«
fliggvény.

6.5.1. A gravitacié és anyag csatolt rendszerei

Ebben a részben a vizsgalatunkba bevont gravitacié és anyag csatolt rendszereinek pon-
tos meghatarozasat adjuk. Az anyagmezdket — mivel a g, téridémetrika adott, ahogy azt
a 4.3. alfejezetben is tettiik — sima (0,¢;) tipusu T, a..o tenzormezdkkel dbrazoljuk. Az
anyagmezdk némely esetben belsé mértékszabadsaggal is rendelkezhetnek. Még akkor is,
ha ez igy van, a kapcsolodd mérték-indexeket nem irjuk ki, és legtébb esetben magukat
a téridsindexeket sem jelenitjiikk meg. Ennek megfelelGen a (0, ¢;) tipust T, a..b tenzor-
mezGt egyszerten 7, -vel jeloljik. Ugyanakkor, minden nem magatol értetdds esetben az

indexeket explicit moédon kifrjuk.

Amint az varhato is, az anyagmezGkre vonatkozo téregyenletek hiperbolikus jellege
sokkal fontosabb szerepet jatszik, mint azok konkrét alakja. Ennek megfelelGen a tovab-
biakban csak azt tételezziik fel, hogy a 7 mezdk a

VT, =7 (T, VT, ) (65.1)
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altalanos, kvazi-linearis, diagonalis, masodrendd hullimegyenletnek tesznek eleget, ¢ ahol
az F forrastagok, melyek maguk is (0, ¢;) tipusa tenzormezdk, a jelzett valtozoik sima
fliggvényei. A téridépontoktol valo fliggést sehol sem jelezziik.

Ezen tilmenden feltessziik, hogy az anyagmezdk oly moédon csatolodnak a gravitacio-
hoz, hogy az R, Ricci-tenzor a 7?” mezdk, azok elsérendd kovarians derivaltjai, valamint

a metrika segitségével az

Ruy =R <T VTi),gef> (6.5.2)

Ok
alakban adhaté meg.

Ezen utobbi feltétel biztosan teljesiil az Einstein-elméletben feltéve, hogy az anyagi
Lagrange-fiiggvény az anyagi térvaltozok legfeljebb elsérendt derivaltjait tartalmazza. Er-
demes azonban megjegyezni, hogy a fenti feltétel sokkal altaldnosabb elméletek vizsgala-
tat is lehet6vé teszi, hiszen az Osszeegyeztetheté a magasabb gorbiileti tagokkal operald
olyan elméletek komformis megfelelGjével, ahol a gravitacios Lagrange-fiiggvény példaul
a Ricci-skalar polinomja — ilyen elmélet vizsgalata talalhato példaul a [62] munkaban —
de teljesiilhet a gravitacié szamos, az Einstein-elmélettdl lényegesen eltérs, méas metrikus
elméleteiben is.

Az imént bevezetett matematikai modell tul dltaldnosnak tiinhet, hiszen még magaban
az Einstein-elméletben sem altalanosan ismert az, hogy a gravitacié és anyag egy adott
rendszere esetén a téregyenletekhez létezik-e egyértelmi megoldas. Az alabbiakban els-
szor — a Friedrich altal felismert [36] ,, hiperbolikus redukacios eljaras” altalanositasanak
segitségével — éppen azt szeretnénk megmutatni, hogy az (6.5.1) és (6.5.2) egyenleteket
felirhatjuk kvazi-linearis, els6rendti hullamegyenletekként, igy azok a sima esetben — dif-
feomorfizmusok erejéig — egyértelmii maximalis Cauchy-fejlédéssel rendelkeznek, minden
alkalmas kezd&értékprobléma esetén.

Az iménti allitas igazolasahoz tekintsiik elGszor a g, metrika és a 7 anyagi térvaltozok
komponenseit egy tetszSlegesen valasztott koordinatarendszerben. Ekkor a Ricci-tenzor,
valamint a V*V, 7 kifejezések a

1
Raﬁ = _59#1/8#8119046 + 95(0485)F§ + H&[B (gsp7 a’ygsp) (653)
és a
£;
VLT = 000, T = D (T ) 5 (R + 06,T%) + 1, (929, 03920, T, 0T,
k=1
(6.5.4)

6 Az érdeklsdé olvaso egy sokkal altalanosabb, az Ssszes lehetséges anyagmezs megjelenitésére alkalmas
keretben elvégzett hasonlo vizsgalat eredményeit ismerheti meg a [97] dolgozatunkbol.
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alakban irhatok fel, ahol 0, az x® koordinata szerinti parcialis derivaloé operatort jeloli,
[* = g*T*# 5, ahol ', a g5 metrikédhoz tartozé Christoffel-szimboélumot jeloli, <7Z>) ga’“}
a ﬂi)al‘,,akflgakﬂmaéi kifejezés roviditett valtozatat jeloli, mig H;B és 7-[;) kifejezések — az

utobbi a;...ay, indexeit elhagytuk — jelzett valtozoik sima fiiggvényei.

Igy az (6.5.1) és (6.5.2) egyenletek a

£;

900, T, = (Tm) SH00, D0+ H, (Geps 9y T 0T, (6.5.5)
k=1
9" 0,0, gap = 2‘975(0466)1“S + Hap(9ep O+ Gep, 7?]-) ) 877;-))- (6.5.6)

alakban irhatok fel.

Ha a I'? fiiggvények ismertek lennének, akkor ezek az egyenletek rogton a kivant kvazi-
lineéris, diagonélis, méasodrendii hiperbolikus alakkal rendelkeznének, és igy készen is
lennénk. Azonban Friedrich vikuumesetben alkalmazott érvelését [36] a jelen esetben
is megismételhetjiik. Ennek megfeleléen helyettesitsiik a I fiiggvényeket tetszoleges f°
mértékforras-fiiggvényekkel gy, hogy rajuk a € kezddfeliileten az [f] = [I] relacio telje-
siiljon. 7 Oldjuk meg az igy nyert redukélt egyenleteket, mint idéfejlédési egyenleteket az
alapvaltozoinkra. A kapott egyértelmt g, megoldés felhasznalasaval a relevans I fiiggvé-
nyek meghatarozhatok, és a kétszeres Bianchi-azonossag felhasznélasaval megmutathato

[36] (lasd a [35]-es munka 540. oldalat is), hogy
VIV, (T° — fO) + R, (T — f*) = 0. (6.5.7)

Emlékezziink, hogy [I°] = [f°] a € kezdéfeliileten, ehhez hozzévéve a (6.5.6) egyenletet,
valamint annak redukalt alakjat, azt kapjuk, hogy a (6.5.7) egyenletre vonatkozo teljes
kezdSadat trividlis, azaz [['° — f°] azonosan nulla. Ez alapjan a teljes fiiggéségi tarto-
méanyban I’ = f? teljesiil, azaz a redukélt probléma megoldésa egyben az eredeti (6.5.5)
és (6.5.6) egyenletek megoldasat is adja.

6.5.2. A Killing-vektormezé megkonstrualasa

Ismert, hogy a K vektormez6 akkor Killing-vektormezs az (M, gqp) téridén, ha eleget

tesz a

£Kgab = VaKb -+ VbKa =0 <658)

"Erdemes megjegyezni, hogy a kezddfeliileten [I'°] mindig meghatérozhat6 a metrikéra vonatkozo [gas]
kezdSadat, valamint a metrikidra vonatkozo téregyenletek felhasznalasaval.
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Killing-egyenletnek. Ekkor az M-en értelmezett X, = V, K, kétformamezdre vonatkozo
(dX)ape = 0 integralési feltételt a

VoV, + V. Vo Ky + VyV. K, = 0 (6.5.9)

alakban irhatjuk fel. A masodik kifejezésben a V, K, kifejezést —V,K,-re cserélve (V, K,
antiszimmetrikus), valamint felhasznalva a gorbiileti tenzor definiciojat, azt kapjuk, hogy
az Xg-ra vonatkozo integralasi feltétel a

vavac + Rbcade =0 (6510)

egyenlet alakjaban irhatoé fel.

A fenti megallapitasok alapjan barmely K¢ Killing-vektormezs egyértelmtien megha-
tarozott K és X, = VK, valamely M-beli pontban adott értékei altal, hiszen (6.5.8)
és (6.5.10), barmely folytonosan derivalhat6 gorbe mentén, egy elsérendi kozonséges
differencialegyenlet-rendszert hatdroznak meg a K, és az X,3 = VK komponensekre.
Ez a rekonstrukcios eljaras azonban csak akkor miikédik, amikor eleve adott a K¢ Killing-
vektormez§. Biztosan nem alkalmazhaté akkor, amikor egy Killing-vektormezd létezését
szeretnénk igazolni. Azonban, ahogy azt lentebb megmutatjuk, a (6.5.10) relacié kont-
rakciojabol kapott

V'V, K.+ RAK;=0 (6.5.11)

egyenletet felhasznélva — ez K“-ra egy homogén linearis hullamegyenlet — mégis ki tudjuk
olvasni a kezdSadatokbol a beléjiik kodolt Killing-vektormezdk létezését. Nyilvanvalo,
hogy a (6.5.11) egyenletnek minden, az (M, gqp) téridén értelmezett Killing-vektor eleget
tesz, ugyanakkor (6.5.11) nem minden megoldasa Killing-vektormezs (M, g,p) felett.

Az alabbi tétel a (6.5.11) egyenlet — a g, metrika és a 7

tarozhatd — kezdGadataira vonatkozo sziikséges és elégséges feltételeket adja, amelyek azt

mezGk ismeretében megha-

biztositjak, hogy (6.5.11) megfelel6 megoldéasa olyan Killing-vektormezd legyen, amelyre

nézve az anyagmezdok is invaridnsak.

6.5.1. Tétel. Legyen (M, ga) a 6.5.1. alfejezetben meghatdrozott gravitacio és anyag csa-
tolt rendszerét leiro téridd. Jelolje D€ a € kezddfelilet — eqy alkalmas kezddértéprobléma
keretein beliil meghatdrozott — Cauchy-fiiggdségi tartomdnydt. Ekkor K® pontosan akkor
lesz a D[€] tartomdnyban nem-trividlis Killing-vektormezd gy, hogy a £K7?z‘) = 0 rela-
ciok is teljestilnek, ha az (6.5.11) egyenlethez taldlhato olyan [K®| nem-trividlis kezddadat,
amelyre nézve az [£xga] €s [LxT ] kifejezések azonosan eltimnek a € kezddfeliileten.®

8 Amint azt azonnal megmutatjuk, a £xges 65 £ KT, kifejezésekre vonatkozo6 fejlodési egyenletek
(6.5.16) és (6.5.20), melyekre hivatkozva a [£xgap] és [£kT ] kezdSadatok azonnal értelemmel telnek
meg, barmely alkalmas kezdGértékprobléma keretein beliil.
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Bizonyitas: A tételben megfogalmazott feltétel sziikséges volta trivialis, hiszen a £ g g
és £ K’];.) mezdok, a derivaltjaikkal egyiitt, eltiinnek a € kezddfeliileten.

Annak megmutatasa érdekében, hogy a feltételiink elegendd is, a kdvetkezGk szerint
jarhatunk el. Tegytik fel, hogy K® eleget tesz a (6.5.11) egyenletnek, de kiilonben egy
tetszbleges vektormezs. A (6.5.11) egyenlet kovarians derivaltjanak, illetve a kovarians
derivaltak kommutatorainak és a kontrahalt Bianchi-azonosséag [53, 115| felhasznalaséval
megmutathato, hogy £xgae a

VVe (£x9a) = —2£x Ray + 2R 0’ (£1cgey) + 2R (£ kgb)e) (6.5.12)

egyenletnek tesz eleget. Ezek utan (6.5.2) Lie-derivaltjat felhasznélva azt kapjuk, hogy *

e (5 o 2 iy 1 O (35 o

o(v.T,
(6.5.13)
Tekintsiik most a £ és V, operatorok kommutétorait:
li
Ly (Vb’r(i>> - Vb( ) ( Z)> 9] [V £14] 0., (6.5.14)

k=1

ahol a <7Z)> .[gak] a T, ar. a5 sea ea kifejezés roviditett jelolésére szolgal, tovabba a

1
[VEkglay = §gcf {Va(£rgm) + Vo (£xgar) = Vi(Lrgan)} (6.5.15)
jelolest hasznaltuk. Ekkor (6.5.12), (6.5.13) ¢és (6.5.14) alapjan £xga a

Veve ("EKgab) = Kab(£Kgcd> + Lab (Vc(£Kgcd)) (6516)
+ZM<i)ab <£K7?i>>+ZN<)ab< (LxT; ))
(4)
tipusi egyenletnek tesz eleget, ahol Kgp, Ly, Mmab és N(i)ab a kiilon jelzett valtozoik
homogén, linearis fliggvényei.

A kovetkez§ 1épésben azt mutatjuk meg, hogy ugyanilyen tipusi egyenlet szarmaztat-
hat6 az LT, kifejezésekre is. Ennek beldtdsa érdekében el6szor is tekintsiik a (6.5.1)

Ha Ty, .q, 6s Sh, ...b, kiilon-kiilon (0, k) és (0, £) tipusa tenzormezdk, akkor a (074, .. ., /0Sh, .. b,) kife-
jezést egy (£, k) tipust tenzormezdnek tekintjiik. Ennek megfelelen a (0T,, .., /OSb,..b,) €S & LxSp, b,
tenzormez6k (0T, 0, /0Sb,. b,) £ 1S, ..b, kontrakcidja egy (0, k) tipust tenzormezét jeldl.
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egyenlet K vektormezd menti Lie-derivaltjat, amit a

£ (VVLT, ) = (£x9) VoS, + 97 £ (VYT ) (6.5.17)

Bl B (i) o (2

()

alakban frhatunk fel. Ekkor a (6.5.14) kommutécios relaciot kétszer alkalmazva azt kap-
juk, hogy

£ (VosT, ) = 9y (£T,) = (VeT,,) [V £xd] (6.5.18)

li

—2{2 (VT ) 9 19 £xg] 0y + (T5,) 990 (V) o) |

Vegyiik észre, hogy az (6.5.19) egyenlet jobb oldalanak utols6 tagja még nem az el-
vart alaki, hiszen £ggq-nek a mésodrendd kovaridns derivaltjat tartalmazza. Emiatt
ez a tag megakadalyozhatna annak igazolésat is, hogy £ K’E) a (6.5.16) egyenlethez ha-
sonld kvézi-linearis hullamegyenletnek tesz eleget. Eppen ezért figyelemremélto, hogy
£rga = Vo Ky + VK, valamint a kovarians derivaltak kommutatorainak alkalmazéasa-
val és a Bianchi-azonossag felhasznalasaval megmutathato, hogy (6.5.11) tetszdleges K
megoldésara a

1
IV (1VLkg)wy) = 59UV Ve (Lxcgosa) = Rif (£cue) + Roy (£icgea)} (6.5.19)

relacio teljesiil. Igy a (6.5.13) — (6.5.19) egyenletek felhasznalasdval megmutathato, hogy
LT, valoban egy

Ve (44T, ) = Py (£xcgea) + Qy (Vo £1c0ea)) (6.5.20)

T %:R<i)<j> <£K7?j>> Z’S()m ( £K7?J)>>
J

o Loy Ry 68 Sy, @ kilon jelzett valtozoik

homogén, linearis fiiggvényei, feltéve, hogy K a (6.5.11) egyenlet megoldasa.

alaki egyenletnek tesz eleget, ahol P

A bizonyitasunk zarasaként tekintsiink egy nemtrivialis [K*| kezdGadatot a € kezds-
feliileten, amelyre a (6.5.16) és (6.5.20) fejldési egyenletekhez tartoz6 [£xgap] és [£xT ]
kezdGadatok azonosan elttinnek a & kezddéfeliileten. Mivel a (6.5.16) és (6.5.20) fejlédési
egyenletek a £gq s £x7T ) véltozokra egy csatolt, homogén, lineéris egyenletrendszert
alkotnak — ezekrdl tudjuk, hogy zérus kezdSadat esetén, a megoldasuk azonosan nulla
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-, azt kapjuk, hogy £xga = 0 és Lx7T, = 0 mindeniitt, ahol a (6.5.11) egyenlet meg-
oldéasa létezik. Az, hogy ez a tartomany éppen a D|[€] Cauchy-fliggdségi tartomannyal
esik egybe, a kovetkezSképpen lathato be. Mivel (6.5.11) maga is egy homogén, linea-
ris egyenlet, megmutathato — példaul a |76]-os hivatkozés 266. oldalan ismertetett ,, lokalis
megoldasok Osszeillesztésének ” modszerét alkalmazva —, hogy (6.5.11) barmely megoldésa
a € kezddftelillet teljes D[€] Cauchy-fliggdségi tartoméanyara kiterjeszthetd. 0

Figyelemremélto, hogy az (6.5.1), (6.5.2), (6.5.11), (6.5.16) és (6.5.20) evolucios egyen-
letek — a fentebb ismertetett hiperbolikus redukcios eljaras felhasznalasaval — kvazi-linearis
hullamegyenletek csatolt rendszerévé irhatok at. Erdemes megemliteni, hogy az imént bi-
zonyitott tétel feltételeinek teljesiilése azonnal ellendrizhets, mihelyt a (6.5.1) és (6.5.2)
fejlodési egyenletekre vonatkozo, [ga| &s [T, ], kezdGadatok ismertek a ¢ kezddfeliileten,
hiszen ekkor a téregyenletek segitségével g, és 7, komponenseinek tetszdleges rendi deri-
valtjai is meghatarozhatok a € feliileten. Mindezen észrevételek és a 6.5.1. tétel figyelembe

vételével kapjuk az alabbi allitas bizonyitasat.

6.5.1. Kovetkezmény. Jeldlje D[€| — valamely alkalmas kezddértékprobléma keretein
belil — a (6.5.1) és (6.5.2) fejlddési eqgyenletekre vonatkozdan a € kezddfeliileten meghatd-
rozott [gap] €s [T,,] kezddadatokhoz tartozé mazimdlis Cauchy-fiiggoségi tartomdnyt. Ekkor
DIE] felett pontosan akkor létezik olyan nemtrividlis K* Killing-vektormezd, amelyre a
LiT, =0 feltételek is teljesiilnek, ha a (6.5.11) egyenlethez taldlhato olyan [K| nem-
trividlis kezddadatrendszer, hogy a (6.5.16) és (6.5.20) egyenletekre vonatkozd [ £ gap| €s
[LxT,] kezddadatok azonosan eltinnek a € kezddfelileten.

Végiil megmutatjuk, hogy a jelen fejezet vizsgalatainak kozéppontjaban allo elektro-
vakuum feketelyuk-téridék esetében hogyan alkalmazhatjuk a fenti altaldnos eredménye-
ket. ElGszor is jegyezziik meg, hogy a (5.2.2) téregyenletek felirhatok a sokkal kompaktabb
dF =0 és d'F = 0 alakban is, ahol d és d' a Hodge-deRham-operétort és annak df = * d x
adjungaltjat jeloli. Igy a szabad elektromagneses teret abrazolo Fy, Maxwell-tenzor eleget
tesz a (d-df +d' - d) F = 0 egyenletnek, melyet — az absztrakt index jelolésre visszatérve,
valamint a metrikaval kompatibilis differencialoperatort felhasznalva — a

VeV Foy + 2 R Fyyp — 2Ry  Fop =0 (6.5.21)

hullamegyenletként irhatunk fel, mig a Ricci-tenzort, (5.2.3) és Ty, spurmentessége alap-
jan, a
1
Ry = {Faere - Zgab (FefFef)} (6522)

alakban frhatjuk fel.
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Vegyiik észre, hogy (6.5.21) nem a (6.5.1) egyenlet alakjaban adott. Ennek ellenére,
mivel a (6.5.21) egyenlet bal oldalan 4ll6 két utolsé tag éppen a

9 (Vo = VuVe) Fyp — (Vo Vy — Vi Ve) Fuy] (6.5.23)

kifejezéssel egyezik meg, a (6.5.19) kapcsan alkalmazott érvelés értelemszert alkalmazé-
saval — kihasznélva példaul, hogy (V.V, — VoV.) £xFyp = Rea” LxFyp + Reas® £ Fha
— megmutathato, hogy az £k F,-re vonatkozo fejlédési egyenlet is a (6.5.20) egyenlet
alakjaban adhatd meg.

Mindez, a fent felidézett eredményekkel egyiitt, adja az alabbi allitast bizonyitasat.

6.5.2. Tétel. Legyen (M, gu) a 6.2. és a 6.4.2. alfejezetekben meghatdrozott staciondrius,
elektrovakuum feketelyuk-téridd. Legyen € kezddfeliilet valamely alkalmas kezddérték-
problémaban. FEkkor a € felilet D|€| Cauchy-fiiggdségi tartomdnydban pontosan akkor
letezik olyan nemtrivialis K* Killing-vektormezd, amelyre nézve a Mazwell-tenzor is in-
varidns — azaz £k Fqy = 0 teljesil D[€] felett —, ha taldlhaté (6.5.11)-hez olyan nemtri-
vidlis [K°] kezddadat, hogy mind [ £ g gap], mind pedig [ £ Fap) azonosan zérus legyen a €
kezddfelileten.

6.6. A Killing-vektormezé létezése a sima esetben

Ebben a részben azt szeretnénk megmutatni, hogy a 6.4.2. tétel allitasanak megfelelGen, a
horizonttal kompatibilis Killing-vektormezs nemcsak az analitikus-, de a fizikailag sokkal
elfogadhatobb sima esetben is létezik. A bizonyitas soran felmeriils legnagyobb techni-
kai nehézség azzal kapcsolatos, hogy a téridé geometriajara, illetve az elektromégneses
mez6re vonatkozo, hasznalhaté informéacié csak az N jové eseményhorizonton all rendel-
kezésiinkre, ugyanakkor az N hiperfeliilet 6nmagaban nem képez kezdéfeliiletet egyetlen
alkalmas kezdGérték-problémaban sem. Fzt a problémét oldja fel az alabbi eredmény,
melynek értelmében az N feliilet kiegészithets tgy, hogy a karakterisztikus kezd&érték-
problémahoz tartozé alkalmas kezddfeliiletet és rajta jol meghatarozott kezdSadatokat
kapjunk.

6.6.1. Tétel. Legyen (6,gab |5) @ 6.2.¢s a 6.4.2. alfejezetekben meghatdrozott sima, sta-
ciondrius, elektrovikuum feketelyuk-téridd elema téridokornyezete. Tegyiik fel, hogy az N
eseményhorizont nemdegenerdlt, azaz ko, > 0 (ldsd a (6.4.24) egyenletet). Ekkor N -nak
mandig létezik olyan U nyilt kornyezete, amelyre az aldbbiak teljesilnek:

(1) Az (U, Gap s Fap lu) mésztéridd kiterjeszthetd egy olyan sima (O, gk, Fi) elektro-
vakuum tériddbe, melyben létezik eqy H* kettéhasado fényszerd felilet — azaz H*
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két olyan, H; és Hi;, fényszerd hiperfelillet unicjaként adhato meg, melyek eqy-
mast eqy kétdimenzids térszeri ./* feliletben metszik — gy, hogy N az H; hiper-
feliilet azon részhalmazdnak felel meg, mely * kauzdlis jovdjében fekszik, tovabbd

L7 =U N I[N,

(2) Mindezeken felil O* felett taldlhato egy olyan k** vektormezd, mely érinti a Hj
és Hi feliiletek fényszerd generdtorait, tovdbbd az £y-g, €s Ly+Fy, Lie-derivdltak
azonosan zérus értéket vesznek fel a Hi és Hi fényszerd hiperfelileteken.

Bizonyitas: A (6.4.25) egyenletnek megfelelGen a O elemi téridskdrnyezetben a gqp
metrikat a

Gab = Gy + Vab (6.6.1)

alakban frhatjuk fel, ahol — a 6.4.2. tétel allitdsanak megfelelGen — a g3 metrika g5 Gauss-
féle fényszertd koordinatakra vonatkoz6 komponensei u-fiiggetlenek, mig a v, tenzor 7,
komponensei, valamint azok tetszéleges rendi r-derivaltjai elttinnek az r = 0 egyenlettel
adott A feliileten. Figyelembe véve, hogy a 7,, komponensek u-periodikusak, ezekre
tgy is tekinthetiink, mintha azok az (u, 2%, 1) koordinatakban csak egy kompakt halmaz
folott lennének értelmezve, és igy belathato, hogy tetszéleges j > 0 egész értékhez mindig
létezik alkalmas C; allando gy, hogy

[l < CjIrf? (6.6.2)

teljesiil O felett. Hasonl6 relaciok bizonyithatok v, tetszéleges rendd, parcialis derivaltjai
tekintetében is.

A (6.6.2) relaciok folytan az is igaz, hogy ha az N feliilet U nyilt kornyezetét megfe-
lelGen kicsinyre vélasztjuk — az U nyilt kornyezet pontos meghatérozasa megtalédlhato a
3. fejezet 3.1.1. tételének bizonyitasaban —, akkor gf;;)) biztosan Lorentz-szignattiraju met-
rika U felett. Nyilvanvalé, hogy ekkor N egy Killing-horizont, valamint k¢ = (0/0u)*
Killing-vektormezs a gy metrikira nézve. Igy, a 3.1.1.tétel értelmében, az (Z/N{ , Jab |7)
résztéridshoz talalhato olyan sima (OF, gfl‘;)*) térid6, mely az elébbinek egy sima kiter-
jesztése, tovabbéa (O*, gi7/*)-ban talalhato egy H* kettéhasadé Killing-horizont, amelyre
a tételiink allitdsaban — mint altalanos kettéhasado feliiletre — megfogalmazott feltételek
teljestilnek. Ezen feliil, a 4.2.1 tétel értelmében — lasd a [92] munkank 4.2. tételét is —, az
(0%, g\9") kiterjesztés mindig megvélaszthato tgy, hogy a k* Killing-vektormezd k* kiter-
jesztettje O felett mindeniitt Killing-vektormezé legyen. Az is mindig elérhetd, hogy az
(0%, g'9") térids az .7 kettéhasadasi feliiletre, mint szimmetriatengelyre, vonatkozo tiik-
rozésre nézve invarians legyen. A tovébbiakban feltessziik, hogy az (O, g'5*) kiterjesztés
rendelkezik ezekkel a tulajdonsagokkal.
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Jeloljiik most (ue), 7, 23, , 2t )-el a g\ metrika altal meghatarozott Gauss-féle fény-
szerdi koordinatdkat U-ban, amelyekre az 7oy = r = 0,u@ = u,x}, = 2 al, = ot
teljesiil N-on. Mivel Yab Sima és u-periodikus u felett, az ue), 7, 22, és x{, koordinata-
fiiggvények is sima és wu-periodikus fiiggvényei az (u,r, 2, x1) koordinataknak. Az is
igaz, hogy az (ue),re,xh),2h)) és az (u,r,a® 2*) koordinatak kozott kapcesolatot te-
remt6 koordinata-transzformacié Jacobi-matrixa korlatos U felett, és igy létezik olyan a
az U nyilt kornyezet felett. Igy a 74 tenzor g;‘;) metrikahoz

allando, hogy |r| < alre

tartozd Gauss-féle fényszert koordinataira vonatkozé +,.,, komponensei is, tetszéleges

olVo

J > 0 egész értékre, eleget tesznek a

J (6.6.3)

|/y oVo| < C/ |T(O)
H J

egyenlGtlenségnek.

Jeloljiik (U, V)-vel a g¢'; metrika altal, a 3.fejezetben lefrtak szerint, értelmezett
Kruskal-tipusi koordinatakat [91, 92|. Ezen koordinatak definiciojuknak megfelelGen olya-
nok, hogy O*-nak pontosan azon pontjai felelnek meg ﬁ—nak, amelyekre U > 0, tovabba
a kettéhasadasi feliiletre, mint szimmetriatengelyre, vett tiikrozés a U — —U,V — =V
hozzérendelési szabély segitségével adhaté meg. A ¢'* metrikihoz tartozo H* Killing-
horizontot kifeszité Hj és H; fényszerd hiperfeliileteket a V' = 0, illetve az U = 0 egyen-

letekkel adhatjuk meg.

A (3.1.11) egyenlet alapjan azt is tudjuk, hogy léteznie kell olyan C' pozitiv, valos
szamnak, amelyre

< CUV| (6.6.4)

7o)

teljesiil U-ban. Emiatt azt kapjuk, hogy tetszsSleges j-re
Yuows| < CF UV, (6.6.5)

tovabba hasonlo egyenl6tlenségek teljesiilnek a 7, ,, komponensek (ue), re), 23, x(,)) ko-
ordinatak szerinti, tetszéleges rendi derivaltjaira is. Ezek utan, az Eddington- és Kruskal-
féle koordinatak kozotti (3.1.6) transzformécios Osszefiiggést felhasznalva, megmutathato,
hogy ~v. Kruskal-féle koordinatédkra vonatkozé komponenseinek hatarértéke egyenletesen
nulla az U — 0 hataratmenetben, az (V, 2%, 2*) koordinatak tetszéleges kompakt tartoma-
nya felett. Kovetkezésképpen az U felett értelmezett Yab tenzor sima modon terjeszthetd
ki az U = 0 hatarfeliilethez, mely O*-ban éppen a H; fényszeri hiperfeliiletnek felel meg.

Ekkor — a kettéhasadasi feliiletre, mint szimmetriatengelyre, vett tiikrozési transzfor-

méaciot alkalmazva — v, kiterjeszthets az U < 0 tartomanyra, és igy az egész O* felett
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értelmezett, sima 7, tenzormez6hoz jutunk. Tekintsiik most O* felett a

Tav = Gap "+ Vab (6.6.6)
reldcioval értelmezett ¢!, tenzormezst, mely sima és szintén invaridns a kettéhasadasi fe-
lilletre, mint szimmetriatengelyre, vett tiikrozési transzforméaciora nézve. Tovabbéa, mivel
vx, eltinik a Hi és H; fényszert hiperfeliileteken, H* egy kettéhasado fényszerd feliilet
gap-re nézve, tovabba k** mindentitt merdleges a Hj és ‘Hj fényszertd hiperfeliiletekre. Ezen

feliil az is igaz, hogy £« gab = 0 H*-on, hiszen k** Killing-vektormezs a ¢'3* metrikara
nézve, azaz Lj+g flb)* =0uU felett, valamint +, és tetsz6leges rendd derivéltjai eltiinnek

H*-on. Igy azt kapjuk, hogy az £-g, = 0 relacié teljesiil mindeniitt a H* és H} fényszert
hiperfeliileteken.

Ezek utan — felhasznélva azt, hogy (6.4.24)-nek megfeleléen F, 4| = 0 — egy teljesen
analog érveléssel megmutathato, hogy az F,, Maxwell-tenzor is sima modon terjeszthetd
ki O*-ra ugy, hogy a kiterjesztésként kapott F), is invarians a kettéhasadési feliiletre, mint
szimmetriatengelyre, vett tiikkrozési transzforméciora nézve, tovabba a £y« F, = 0 relacio
is teljesiil a H* feliileten. Mivel a feltételeink szerint a (gup, Fup) péaros eleget tesz a for-
rasmentes Einstein-Maxwell-egyenleteknek, valamint a kiterjesztés soran kapott (g%, %)
paros mindkét tagja invarians a kettéhasadasi feliiletre, mint szimmetriatengelyre, vett
tiikrozési transzformaciora, az elektrovakuumra vonatkozé téregyenletek teljesiilnek O*-
nak az U < 0 egyenlGtlenség altal kijelolt részén is. Végiil a folytonossagra hivatkozva az is
lathato, hogy a (g5, F,) paros eleget tesz a forrasmentes Einstein-Maxwell-egyenleteknek
az U = 0 hiperfeliileten is, és igy O* felett mindeniitt. 0

Fontos annak hangsilyozéasa, hogy a bizonyitas soran alkalmazott téridé-kiterjesztés
csak a ko, # 0 esetben valosithatdé meg, azaz az imént bizonyitott tétel biztosan nem
alkalmazhato a degeneralt eseményhorizonttal rendelkezé feketelyuk-téridék esetében.

6.6.2. Tétel. Legyen (M, ga) egy, a 6.2.¢és a 6.4.2. alfejezetekben meghatdrozott, sima,
staciondrius, elektrovikuum feketelyuk-téridé. Tegyiik fel, hogy az N jové eseményho-
rizont fényszerd generdtorai miltirdnyban affin értelemben inkomplettek. Ekkor N -hez
taldlhato olyan M-beli % nyilt kornyezet, hogy a J© NN % halmaz felett létezik olyan
k* vektormezd, amely egy sima Killing-vektormezd J* NN % felett, és amely merdle-
ges az N fényszerd hiperfeliiletre, azaz N Killing-horizont k®-ra nézve. Ezen feliil, az
elektromdgneses tér is invaridns, azaz £1F,y =0 mindenditt a J*[NTN % halmaz felett.

Bizonyitas: A 6.2. alfejezetben rogzitett feltételeink alapjan A az R x ¥ szorzatalak-
ban irhato fel, ahol ¥ kompakt és Osszefiiggs, igy N mlndlg lefedhets végesen sok S
lokélis koordinatakornyezettel. Jeldlje Mz) az N horizont E @ lokélis szelésekhez tartozo
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azon szekcioit, melyeket N S pontjain keresztiil futd generatorai feszitenek ki. Minden
ilyen NV, szeléshez kiilon-kiilon talalhato olyan ((5@ , Jab | 5@) elemi téridskornyezet, mely
a 6.6.1. tétel Osszes feltételének eleget tesz, hiszen a 6.4.2. allitas bizonyitasat kdvets meg-
jegyzés értelmében — X 6sszefiiggdsége folytan — az O elemi téridskornyezetekhez tartozo
feliileti gravitacio értéke, az ¢ index értékétsl fiiggetleniil, ugyanaz a k, > 0 allando. Jeldlje
Uy az N szekeié azon nyilt kdrnyezetét, amelyhez a 6.6.1. tétel allitasanak megfelelGen
létezik olyan (O, g\ %, F)*) elektrovakuum térids, mely az (Zj@),gab ‘ﬁu) ,Fap |ﬁ<¢>) elekt-
rovakuum téridének olyan kiterjesztése, amelyben talalhato egy H{;) kettéhasado fényszeri

feliilet, tovabba létezik olyan £ vektormezd OF; -on, melyre mind £ K, 9((113*7 mind pedig

£k?¢) F;Z) * elttinik KHE)—OD.
Ekkor az el6z6 alfejezetben bizonyitott 6.5.2. tétel alapjan a

VeV.KS + ROKE =0 (6.6.7)

egyenlet [K¢ | = ki§

i, kezd6adathoz tartozo K(j, megoldasa biztosan Killing-vektor-
mezd a H{;, kettéhasado fényszertd feliilet D[H{;] Cauchy-fiiggdségi tartomanyaban gy,
hogy D[H, ] felett a Maxwell-tenzor is invarians a K¢, altal indukélt izometriatranszfor-

macidkra nézve.

Tekintsiik most a K, Killing-vektormezének az L{() nyilt kornyezetre valo megszorl—
tottjat. Jeloljik az igy kapott Kllhng—vektormezot k y-val. Azonnal adddik, hogy k
D[H,] Cauchy-fiiggéségi tartomany és Z/{@) kozos részén értelmezett. Kénnyen ellenorlz-
hetd, hogy ez N pontosan azon egyoldalt krnyezetének felel meg, melyet a J*+ [N ]N U
metszet hataroz meg.

Végiil tekintsiik a (6@ » Gab | 5@) tipusi elemi téridskornyezetekhez a J+ [K&i>]ﬂ27(i) hal-
mazok felett kiilon-kiilon létezd %g) Killing-vektormezsket. A 3.1.1.tétel bizonyitasanak
utolso részében alkalmazott érvelés értelemszert alkalmazéasaval megmutathato, hogy az
U kornyezetek az N feliilet % = {U(i)lj@ } /% alakban meghatarozott, nyilt kornyezetévée
allnak O0ssze. Ezen feliil barmely ¢, j parra, amikor U NU) # 0, a E?) és Ez) vektormezdk
sziikségképpen egybeesnek az U N U metszeten, hiszen a kezdGadatokat meghatarozo
ki és k(j; vektormezdk egybeesnek az ./\7@) ﬂf\?m feliileten, ami — a (6.6.7) egyenlet megol-
dasalnak egyertelmusege miatt — garantélja a megoldasok egybeesését a D[./\/’m] N D[/\/'m]
halmazon, és igy az Z/l( ) ﬂu(]) metszet felett is. Kovetkezésképpen a kﬂ lokalisan értelme-
zett Killing-vektormezdk a tételiink allitasanak megfelels £¢ Killing-vektormezévé allnak
ossze az N feliilet JT[N] N % alakban meghatéarozott féloldali kornyezetében. O



112 6. FEJEZET. A TENGELYSZIMMETRIA LETEZESEROL



7. fejezet

A feketelyukak topolbgiaja

Az Einstein-elmélet feketelyuk-fizikajanak egyik kulcsfontossagi eredménye Hawking feke-
telyuk-topologia tétele [54], melynek értelmében minden osszefiiggd, a feketelyuk-tarto-
méanyt a térid6 mas részeitdl elvalaszté dinamikai horizont (globélis) szelése egy kétdimen-
zios gombfeliilet topologiajaval rendelkezik. Ezen tételét Hawking a kdvetkezd indirekt
modon bizonyitotta: megmutatta, hogy ha a dominéns energiafeltétel teljesiil, akkor bar-
mely . legkiils6 marginélis csapdafeliilet deformalhaté6 — a dinamikai horizontot az .%
feliiletben transzverzalisan metszd, kétparaméteres, fényszerd geodetikuskongruencia ele-
mei mentén — a feketelyuk-tartomany komplementer halmazaba tgy, hogy ott — annak
ellenére, hogy .7 a legkiils6 marginalis csapdafeliilet — az igy nyert deformalt feliilet jov§
csapdafeliilet lesz, hacsak az .7 feliilet x, Euler-karakterisztikdja nem pozitiv.

Erdemes felidézni, hogy a Gauss-Bonnet-tételnek megfeleléen minden négydimenzios
téridében 1év6 kétdimenzios feliilet Euler-karakterisztikajat, illetve g, ,genuszat” az .
feliileten indukalt gq, metrika R, skalar gorbiilet integrédlja segitségével, a

1
2nx, =4n(l—g,) = 3 /queq (7.0.1)

Osszefiiggés altal értelmezziik.

Gibbons [50] és Woolgar [119] majdnem harom évtizeddel Hawking feketelyuk-topolo-
gia tételének megjelenését kovetGen, Hawking eredeti bizonyitasanak egy modositott val-
tozatanak segitségével, egy genusztol fiiggs alsd korlatot adtak meg a topologiai fekete-

sz 2

Ezt kévetSen, 1ényegében a hirelmélet és az Einstein-elmélet magasabb dimenzios alta-
lanositasait vizsgald kutatocsoportok részérsl megfogalmazodo érdeklédéstsl 6sztonozve,
Galloway és munkatarsai |15, 43, 44, 45] ugyan tobb lépesében, mind Hawking feketelyuk-
topologia tételének, mind pedig Gibbons és Woolgar topologiai feketelyukakra vonatkozo

113



114 7. FEJEZET. A FEKETELYUKAK TOPOLOGIAJA

eredményeinek altaldnositasat szarmaztattak. Fontos kiemelni, hogy ezek az altalano-
sitasok kivétel nélkiil az n > 4-dimenziés Einstein-elméletre és mindig csak a legkiilsd

marginalis csapdazott feliiletek topologiai tulajdonsagaira vonatkoztak.

Ebben a fejezetben az ide kapcsol6dd, nemrégiben elért sajat eredményeim bemutatasa
talalhato. Az els6 munkaban [100] Hawking feketelyuk-topologia tételének Galloway-ék
altal megadott altalanositasaira egy olyan egyszeri és onmagéaban is értheté j bizonyitast
sikeriilt adnom, mely nyilvanvalova tette azt is, hogy az &altaldnositott tételek a korab-
ban gondoltnal szélesebb keretek kozott is érvényesek. Ezt kovetGen megmutattam [101],
hogy az altalam alkalmazott bizonyitasi modszer segitségével a [100]-ben megfogalmazott
eredmények akkor is érvényesek, ha a marginalisan csapdéazott feliiletek mellett nemcsap-
dazott feliiletekre is alkalmazzuk Gket. Az utobbi eredmény fontosségat jol érzékelteti az,
hogy a nemcsapdazott feliiletek el6fordulasi gyakorisaga sokkal nagyobb még a feketelyuk-
téridékben is, ugyanakkor rengeteg olyan téridét ismertink, ahol nincs is csapdazott fe-
lillet, mikozben benniik mindenhol talalhatok nemcsapdézott feliiletek. Egy tovabbi friss
felismerésem szerint — ennek bizonyitasa is megtaldlhato a fejezet kés6bbi részeiben —
barmely szigortan stabil feliiletre — fiiggetleniil attol, hogy csapdézott, marginalis, vagy
nemcsapdazott feliiletet tekintiink — alkalmazhat6 az imént megfogalmazott allitas.

7.1. Hawking tételének altalanositasai

Hawking eredményének magasabb dimenzios téridékre torténd altalanositasa soran a leg-
fontosabb technikai nehézséget az okozza, hogy amikor . valamely n-dimenziés téridében
egy s = n — 2 > 3 dimenzios feliilet, akkor a RY gorbiileti skalar integralja 6nmagéban
nem elegend@en informativ ugy, ahogyan az volt a négydimenziés téridék esetében. Az
deriilt ki, hogy az ilyen feliiletek topologiai jellemzése soran az Euler-karakterisztika he-
lyett a Yamabe-invaridnst kell alkalmaznunk. Az utobbi fogalom a magasabb dimenzios
feliiletek topoldgiai invaridnsa, melyet a kovetkezSképpen értelmezhetiink.

Jelolje [q] az .#-en értelmezett g,-val konformisan ekvivalens Riemann-metrikak hal-
mazat. Ahogy azt Yamabe megjosolta, valamint kés6ébb Trudinger, Aubin és Schoen
bizonyitotta, minden kompakt és sima sokasdgon létezik olyan ¢, allando gorbiilettel
rendelkezd metrika az adott [¢] konform-osztélyon beliil, amelyre

R; =Y (<, [q])- (/yeq)sz : (7.1.1)
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ahol a [g] konform-osztalyhoz tartozo Y (.7, [q]) Yamabe-konstanst értékét a

v ld) = mf JeBas g L BSOWMO0F R

Gelq) (fy 6@) 22 LeC= () u>0 <f u82—526q> 5
54

osszefiiggéssel hatarozzuk meg. Az imént alkalmazott formulaban a § € [g] metrikat
a Qap = uz Qap Osszefiiggéssel definidljuk, tovabba D, és R, az .“-en értelmezett g
metrikaval kompatibilis kovarians derival6 operéatort és skalar gorbiiletet jeloli. Ezek utan
az V() Yamabe-invarianst a

V(&) = s[u]pY(y, lq]) (7.1.3)

Osszes konformis-osztalyra vett szuprémum segitségével értelmezziik. Erdemes felidézni
azt, hogy Aubin és Schoen alapvets eredményének értelmében az Y(.#) Yamabe-invarians
minden esetben feliilr6l korlatos, hiszen az biztosan kisebb, mint az ugyanolyan s = n—2 >
3 dimenzios metrikus gombhoz tartoz6 Yamabe-konstans értéke. (7.1.2) alapjan az is
éppen az . felillet x, Euler-karakterisztikajanak 4m-szeresét kapjuk, azaz Y (., [q]) =
Ay, az ./-en értelmezett Riemann-metrikak tetszéleges [¢] konform-osztéalya esetén.
Igy a fenti definicio alapjan, maga a Yamabe-invarians is az Euler-karakterisztika 47-
szeresével egyezik meg.

Hawking feketelyuk-topologia tételének, valamint a Gibbons [50] és Woolgar [119]
altal kozolt, a topologiai feketelyukak entropidjanak alsé korlatjara vonatkozo eredmé-
nyek magasabbdimenzios Einstein-elméletben is érvényes, tobb 1épésben elért altalanosita-
sai, valamint a vonatkozo6 részeredmények bizonyitasai megtalalhatoak Galloway, Schoen,
O’Murchadha és Cai munkaiban |15, 43, 44, 45]. A Galloway altal vezetett kutatomunka
eredményeit az alabbi allitasban 0sszegezhetjiik.

7.1.1. Tétel. Legyen (M, gq) egy n > 4 dimenzids téridé az Einstein-elméletben, azaz
tegyiik fel, hogy teljesednek az Einstein-eqyenletek

1
Rab — §gabR -+ Agab = 87TTab s (714)

ahol A a kozmologiai dllanddt jeloli. Tegyiik fel, hogy az anyag eleget tesz a domindns
energiafeltételnek. Legyen tovabbd 7 eqy 3 térszerd hiperfeliileten taldlhato, szigori ér-
telemben stabil, legkiilsd margindlis csapdafeliilet. Ekkor

(1) Ha A > 0, akkor . Yamabe-tipusa pozitiv, azaz Y(.) > 0.
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(2) Ho Y() <0 és A <0, akkor az .7 felilet A(S) = [, € .felszinére” a

A(S) > (%) ’ (7.15)

egyenldtlenséqg teljestil.

Ezen eredmény elsé részének jelentGsége akkor valik igazan nyilvanvalova, ha felidézziik
Gromov és Lawson [51] méltan hires eredményét, melynek értelmében, ha az . feliilet
Yamabe-invariansa pozitiv, azaz amikor Y(.#) > 0, akkor .’-n nem adhat6 meg olyan
metrika, melynek szekcionalis gorbiilete nempozitiv lenne. A szekcionalis gorbiilet elGjele
erésen behatarolja . topologiai tulajdonsigait. Az allitas méasodik felének értelmében a
(7.1.5) relacio éppen az A(Y) ,felszinnel” ardnyos entropiara ad — a Yamabe invarians és
a kozmologiai allando segitségével — egy also korlatot.

Miel6tt tovabb mennénk, érdemes kiemelni a kovetkezs koncepcionalis pontot. A feke-
telyukak tulajdonsagainak vizsgalatara irdanyuld tanulméanyok tobbségében (lasd példaul
a [2, 3, 15, 43, 44, 45] hivatkozasokat) az alapfeltevések azzal kezd&dnek, hogy tekintsiik
a térids egy olyan {%,} ,referencia foliazasat”, ahol a %; feliiletek valojaban (parcialis)
Cauchy-feliiletek. Ebben a vonatkozasban érdemes felidézni azt, hogy egy esetleg nem
optimalisan valasztott {%;} folidzassal akar el is véthetjiik valamely feketelyuk felisme-
rését. Pontosaban fogalmazva, ahogy azt Wald és Iyer megmutattak [116], még a beve-
zetében felidézett Schwarzschild-téridé maximalis kiterjesztésében is talalhaté Cauchy-
feliileteknek olyan sorozata, melynek elemei tetszdélegesen kozel keriilhetnek a szingulari-
tashoz, hogy kézben a Cauchy-feliiletek egyike sem tartalmaz jové értelemben csapdazott
feliiletet. Eppen ezért az alabbiakban bemutatott eredményekkel kapcsolatban érdemes
azt kiemelni, hogy — a bizonyitasok egyszertisége és az eredmények altalanossaga mellett
— az alkalmazott megkozelitésben végig arra torekedtem, hogy egyéltalan ne hasznaljak
referencia foliaciokat.

7.2. Geometriai alapfeltevések

Az alkalmazott érvelés egyszertisége lehet6vé teszi azt, hogy lényegében a gravitacio tetszo-
leges elméletében érvényes allitasokat bizonyithassunk. Eppen ezért nem szoritjuk meg
vizsgélatainkat azaltal, hogy a téridé geometridjat illetGen barmiféle specifikus elmélet
hasznalatara vonatkozo feltevéssel élnénk. Igy a geometriat és az anyagmezéket — ha az
utobbiak egyaltalan jelen vannak a vizsgélt térid6kben — csak a 2.1.5. definicioban megfo-
galmazott, altalanositott dominans energiafeltétel hasznalatan keresztiil korlatoztam.
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A fejezet {6 eredményének megfogalmazasa és bizonyitasa el6tt attekintjiik a margina-
lisan csapdazott, illetve a nemcsapdazott feliiletek iranyithatosdganak lehet&ségét, majd

a szigoru értelemben vett stabilitasi feltétel fogalmat vezetjiik be.

7.2.1. A marginalis és a nemcsapdazott feliiletek iranyitasa

Altalaban egy (n — 2)-dimenziés feliilet esetében a kifelé-, illetve befelé mutato iranyok
fogalma nem jol definialt. Azonban, amint ez az alabbi érvelésbdl kideriil, a nem mi-
nimalis, vagy nem maximélis marginalis csapdafeliiletek, illetve nemcsapdéazott feliiletek

esetén mégis lehetGség nyilik egy geometriai fogalomalkotésra.

Tekintsiink egy olyan (n — 2)-dimenzios . feliiletet, amely vagy marginalisan csapdé-
zott, vagy pedig nemcsapdéazott. A 2.1.4. alfejezetben megfogalmazott definicionak meg-
felelsen ekkor ) > 0 ¢s 87 > 0.1 ahol (@ és n® az . feliileten értelmezett sima jovo- és
miultiranyt fényszert vektormezdk, amelyek eleget tesznek az nf, = 1 normalési feltétel-
nek, tovabba merdélegesek . -re.

Tekintsiik most azokat a Z® vektormezdket, amelyeket a Z% = Al*+ Bn® linearkombi-
nacio segitségével adhatunk meg .#-en. Az (¢ és n® iranyitasat felhasznalva kénnyen be-
lathato, hogy barmely ilyen alakban megadott Z¢ vektormez6 mindeniitt sima és térszert
Z-en, ha az A és B filiggvények simak, tovabba vagy mindkettd pozitiv, vagy mindketts
negativ .-en.

Ezek utan az alabbi érvelés segitségével belathato, hogy kvazi-lokalis értelemben jol
definialt kifelé-, illetve befelé mutaté térszerd iranyokrol minden marginalisan csapdazott,
illetve nemcsapdazott . feliilet esetén tudunk beszélni. Tekintsiik most egy tetszGlege-
sen rogzitett A, B fliggvényparra azt az ., egyparaméteres feliiletsereget, amelyet az .
feliilet Z* vektormezd menti Lie-elterjesztésével kapunk.

7.2.1. Definicié. Azt mondjuk, hogy a fent meghatdrozott Z* vektormezd ./ -en kifelé,
illetve befelé mutat, ha az .7, feliletek A(S,) = fyz €g »felszinének” elsd varidcidja 7 A =
dA) |y pozitiv, illetve negativ, mikizben 5, A(S") > 0, illetve 67 A(S") < 0 bdrmely
S C S részhalmaz esetén.

dz

Annak belatasa érdekében, hogy a fenti eljardsban kivalasztott vektormezdék a nem mi-
nimalis, vagy nem maximalis marginalis csapdafeliiletek, illetve nemcsapdazott feliile-
tek esetén mindig hatarozott iranyitassal rendelkeznek, érdemes felidézni, hogy barmely

'Ezek az egyenlétlenségek az altalanossag elvesztésének veszélye nélkiil feltehet6k, hiszen ha nem
teljesednének, akkor az £* — —n® és n* — —{* transzforméacio alkalmazasa utan mar biztosan teljesiilnek.
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S C & részhalmaz esetén

’

67 A(S") = / £ 01 Bn€q = / [A60Y + BO™] e, . (7.2.1)

Igy 64A(.7") pontosan az elvart elSjellel rendelkezik, amikor az A, B egyiitthatok egy-
szerre pozitivak, illetve negativak .#-en.? Az is nyilvanvalo, hogy amikor mindkét fény-
szert iranyhoz tartozo 69 és ™ expanzi6 azonosan eltiinik .”-en — ez akkor kovetkezik
be, ha az . feliilet vagy minimalis, vagy pedig maximalis —, az imént bevezetett kvazi-
lokalis kifelé-, illetve befelé mutato térszeri iranyok elvesztik jol definialtsagukat.

7.2.2. Szigoru értelemben vett stabilitas

A fejezet legfontosabb eredményének szarmaztatasa sorén sziikségiink lesz az alabbi sta-
bilitasi feltételre. Miel6tt ezt megfogalmaznank, vegyiik észre, hogy a 2.1.4. alfejezetben
az (* és n® joveo-, illetve multirdanyu fényszert vektormezdkkel kapcsolatban megfogalma-
zott elvardasok nem teszik a valasztast egyértelmiivé, hiszen amikor az (¢ és n® fényszert
vektormezdk kiilon-kiilon merélegesek .#-re, tovabba rajuk ¢“n, = 1 normalasi feltétel
teljesiil, akkor mindazok az ¢'* és n'* fényszert vektormezdk is eleget tesznek ezen elva-
rasoknak, amelyeket az (¢ és n® vektormezdk, valamint a v : . — R tetsz6leges sima

fliggvény segitségével a
(* =" =", n® = n=e"n" (7.2.1)

,boost™-transzformaci6 felhasznalasaval allithatunk el6. Ugyanakkor fontos annak hang-
stlyozasa is, hogy 6 és 0 expanziok elGjele — és igy a csapdéazott, nemcsapdéazott, vagy
marginéalis feliiletek fogalma, valamint a kifelé, illetve befelé mutato térszertd iranyok el6zé
részben megfogalmazott, kvazilokéilis meghatarozasa — egyéltalan nem érzékeny az ( és
n® vektorok, (7.2.1) transzformécionak megfeleld, pozitiv atskalazasaira.

7.2.2. Definicio. Az (n—2)-dimenzids . kompakt, iranyithato, hatdrnélkili feliiletet szi-
gori értelemben stabilnak nevezzik, ha létezik olyan (7.2.1) alaki ,boost™transzformdcid,
amelynek végrehajtisa utan kapott (' és n'® vektormezdk esetén, & tetszdleges pontjaban
a

£,09 10190 >0 (7.2.2)

egyenldtlenség teljestil ugy, hogy a bal oldalon dllo kifejezés nem azonosan nulla.

2Ugyan a (7.2.1) relacio kozépsé kifejezése feltételezi, hogy az A, B fiiggvények . kornyezetében is
értelmezettek, mégis — a Lie-derivalas és az integréalas tulajdonsigai alapjan — lathato, hogy a kiterjesztés
konkrét alakja a végeredmény szempontjabol érdektelen.
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Nyilvanvalo, hogy ez a definicio fiiggetlen barmiféle referencia folidcié hasznéalatatol.
A diszkusszio soran azt is megmutatom, hogy ez a technikai feltétel egy nagyon egyszert
geometriai kovetelménnyel egyenértékd. Ott azt is megmutatom, hogy a formai kiilonbsé-
gek ellenére a fent megfogalmazott feltételiink a |2, 3| referencidkban alkalmazott szigora
stabilitési feltétellel ekvivalens. Miel6tt tovabbmennénk, fontos annak hangsilyozasa,
hogy a fenti definicidban megfogalmazott feltételek nem extrém elvarasok. Példaul a
Minkowski-térids, vagy a Schwarzschild-téridé Osszes metrikus gombje szigoru értelem-
ben stabil feliilet.

7.3. A topologia tétel

A fejezet legfontosabb eredményét a kovetkezd tételben foglalhatjuk Gssze.

7.3.1. Tétel. Legyen (M, guw) egy tetszdleges n > 4 dimenzids téridd. Tegyik fel, hogy
az dltaldnositott domindns energiafeltétel teljesil valamely f : M — R wvalds figguény

vdlasztas mellett, valamint .7 eqy szigori értelemben stabil (n — 2)-dimenzics feliilet.

Ekkor,

(1) Ha f >0 a . felileten, akkor . pozitiv Yamabe-tipusi, azaz Y() > 0.

(2) Hao Y(&) <0 és fz. <0, ahol 7. az f figguény & -en felvett minimumdt jeloli,

man min

akkor az A7) = [, €, of & felszin eleget tesz a

D}(Yﬂ) : (7.3.1)

2|1

min

A(S) > <
egyenldtlenségnek, ahol s =n — 2 = dim(.%).

Bizonyitas: A fenti allitds bizonyitdsa soran ismét kozponti szerepet jatszik egy Gauss-
féle fényszerd koordinatarendszer, melynek legfontosabb elemeit a kovetkezsk szerint ha-
tarozhatjuk meg: ElGszor is idézziik fel, hogy az (n—2)-dimenzios . feliileten értelmezett
{* és n® jovo-, illetve multiranyu fényszert vektormezdk kiilon-kiilon merélegesek .7 -re,
tovabba rajuk “n, = 1 normalasi feltétel teljesiil. Legyen N az a fényszert hiperfeliilet,
melyet az . pontjaibol n® érintévektorral inditott geodetikusok feszitenek ki. Ekkor az
N feliilet .7 egy elegendGen kicsiny kornyezetében sima. Jelolje u az N feliilet genera-
torainak azon szinkronizalt paraméterét, amelyre v = 0 az (n — 2)-dimenzios . feliilet
pontjaiban. Jelolje k% az N fényszert hiperfeliiletet érint6 (0/0u)® multiranyt, fényszerd
vektormez6t, valamint ¢¢ az N feliilet u = dllando .7, szeléseire merdleges, a gkl = 1
feltétel altal egyértelmtien meghatarozott, jovsiranyu, fényszeri vektormezst NV -en. Ezek
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utan a 2.1.3. alfejezetben lefrtakat kovetve, . egy elegendGen kicsiny O koérnyezetében

értelmezhetjiik az (u,r, 23, ..., 2") lokalis koordinatédkat. Az O kiérnyezetben — melynek

az uw = dllandd, r = dllando feltételekkel meghatérozott (n — 2)-dimenzios .7, , feliiletek

egy sima, kétparaméteres folidciojat adjak — a metrikat (2.1.3)-nek megfelelGen a
GJap = 2 (V(ar —raVeu—r B(a) Vit + Ya (7.3.2)

alakban irhatjuk fel, tovabba a k® és (* vektormezsk a k* = (0/0u)® és (¢ = (9/0r)"
alakban adhatok meg, és igy kommutalnak O felett.

A 2.1.3. alfejezetben azt is emlitettiik, hogy v, valamint az (n — 2)-dimenziés .7,

feliileteken indukalt q,, pozitiv definit metrika a

Gab = 17 BBe ol — 27 Baly) + Yab (7.3.3)

relacion keresztiil kapcsolodnak egymashoz.

Mivel k% és (* az N feliilet .7, szeléseire merdlegesek, az altaluk meghatérozott fény-

szerd kongruenciak expanziojat a

1 1
oW 5, = §qef (£rger) = 576f (£rYer) (7.3.4)

és a . .
05, = ?ff (£egey) = E’Yef (Lover) (7.3.5)

egyenletekkel adhatjuk meg, ahol £ és £, a k* és (* vektormezdk menti Lie-derivaltat je-
16lik, és (itt és a fejezet hatralévs részében mindentitt) az indexek mozgatasa mindig a g,
téridémetrikaval torténik. Erdemes megjegyezni, hogy az utobbi két egyenletben a méso-
dik 1épésben kapott egyenldségek helyessége abbol kovetkezik, hogy [, és 7. merdlegesek
a k® és (® vektorokra, tovabba k% és ¢* kommutalnak O felett.

A (7.3.2) metrika altal meghatarozott Einstein-tenzor felhasznalasaval azonnal adodik,

hogy

1 1
Gaph®l" = Raph"(" — = Rey 2500 + 9] = =9 Ry (7.3.6)

teljestil az N felilleten. Ezek utan a [56]-as hivatkozéas (82)-es egyenletét felhasznalva,
valamint a g%, 7%, és p%, merdleges vetits operatoroknak® az N feliileten valo egybeesését

3A p%, operétor definiciojat a [56]-as hivatkozés (76)-os egyenlete adja.
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kihasznalva azt kapjuk, hogy az A feliileten

1 1
Gabkagb - _5 _’Yab (£€£k7ab) - Oéfyab (°€€7ab) + Rq + Daﬁa - éﬁaﬁa
(7.3.7)

1
+ Y (£ Yae) (£17a) — §7ab (£evab) Y (£rvea) |

ahol D, és R, az (n — 2)-dimenzios .7, C N feliileteken indukalt g, = ., metrika altal
meghatarozott kovaridns derivalé operédtort és a gorbiileti skalart jelolik. Ismét kihasz-
nalva, hogy a k% és {* vektormezGk kommutalnak O felett, tovibba merdlegesek v,,-re,
direkt szamolassal ellenérizhetd, hogy

_’Vab (£€£k7ab> = _£€ (’Vabrfk’}/ab) - ’}/ab’)’Cd (f[)/ac) (£k’ybd) . (738)

A k* és (¢ vektormezSk kommutalasabol az is azonnal adodik, hogy O felett
£,00 = £,00 (7.3.9)

ahol a %) expanzi6 az . fellileteken indukalt g,, metrika ¢, térfogatelemére hivatkozva,
valamint a (7.3.4) relacio els6 egyenldségét felhasznalva O felett mindeniitt értelmezhetd.

Terjessziik ki most az n* vektormezét .#-r6l O-ra ugy, hogy n® legyen mindeniitt
merdleges az .7, , feliiletekre, tovibba teljesitse az n®f, = 1 normélési feltételt. Az n®

vektormezst a

1
n® = k" + (ra + 57’25656) 0+ rp® (7.3.10)

alakban adhatjuk meg. Direkt szamolassal az is ellendrizhets, hogy N-en, azaz az r = 0
helyen, és specialisan az . feliileten is

£,009 = £,09 (7.3.11)
Ezek utan — felhasznélva a (7.3.7) — (7.3.11) egyenleteket — azt kapjuk, hogy .#-en a
£,00 = Gupn® — a0 — 9O 4 % R, + D3, — %Baﬁa (7.3.12)

relacio teljesiil.

A bizonyitas kovetkezd 1épésében megmutatom, hogy a (7.3.12) jobb oldalan all6 mé-

sodik kifejezés értéke nulla. Pontosabban fogalmazva igaz a kdvetkezs:

7.3.1. Lemma. A metrikdban szerepld « fiigguény értéke zérus az N feliileten.
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Bizonyitas: A metrikdt meghatérozo (7.3.2) Osszefiiggés alapjan
Kk, = —2ra, (7.3.13)
amibdl specidlisan az is kovetkezik, hogy N-en, azaz amikor r = 0
Ve (k%) = 0p(—210a) = —2a. (7.3.14)
Ezek utén a lemma allitasa az N feliileten fennalld
0V o (K%ky) = 2o 0V b = 2k KV A = =20, k°V k=0 (7.3.15)

Osszefiigges kovetkezmeénye, melynek levezetése soran a [k, £]* = 0 és k,(* = 1 egyenldségek
mellett azt hasznaltuk ki, hogy jelen esetben az u-koordinata affin paraméter is, az N
feliilet k£* érintGvektori generatorai mentén. 0

Felidézve ezek utan azt, hogy .”-en mind —n®, mind pedig ¢ jovSiranya fényszerd
vektormezdk, tovabba, hogy a feltételiink szerint teljesiil az altalanositott dominans ener-
giafeltétel, azt kapjuk, hogy a

Gan™ 4+ f <0 (7.3.16)

egyenlGtlenség teljesiil #-en. Mindezekhez hozzavéve azt, hogy . szigoru értelemben
véve stabil feliilet, minden esetben taldlhatok olyan, az .7 feliiletre meréleges ¢ és n®
jovo-, illetve muiltirdnya fényszerd vektormezdk, melyekre az

(£,09 + 090 |5 >0 (7.3.17)

egyenl6tlenség teljesiil, tovabbé .#-nek van olyan pontja, ahol £,0 + 00§ > .

Kovetkezésképpen, ha % szigora értelemben véve stabil feliilet és az éltalanositott
dominéns energiafeltétel is teljesiil, akkor (7.3.12) figyelembevételével az adodik, hogy
-en

R, + DB, — %ﬁ“ﬁa >9f (7.3.18)

agy, hogy . valamely pontjaban az egyenlGtlenség szigoru értelemben teljesiil.

Mivel a q,, metrika pozitiv definit, a Schwartz-egyenlGtlenség alkalmazasaval megmu-

tathato, hogy barmely az .7 feliileten sima u fiiggvényre

W2 DB, = D(u2B,) — 2u(Du)f, < D*(u?B,) + 2(D%u)(Dyu) + %mwa. (7.3.19)
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Legyen most u > 0 tetszéleges sima fiiggvény .#-en. Ekkor (7.3.18)-at u*-el megszorozva,
valamint a (7.3.19) Osszefiiggést figyelembe véve, azt kapjuk, hogy

2(D"u)(Dau) + Ryu® + D*(u®B,) > 2 fu® (7.3.20)
ugy, hogy . valamely pontjaban az egyenlGtlenség szigoru értelemben teljesiil.

Ezek utan a tétel allitasanak elsé része az alabbiak szerint igazolhat6. Tegyiik fel, hogy
f > 0 mindeniitt az . feliileten. Ekkor a 42:—; > 2 egyenlGtlenséget — mely tetszGleges
s > 3 értékre teljesiil — és a (7.3.20) egyenlStlenséget felhasznéalva azt kapjuk, hogy

S [455(Dw)(Dyu) + Rpu?] ¢,

5—2

(fy uffz 6(1) ’

barmely u > 0 sima fiiggvény esetén, azaz Y (., [q]) > 0, melybdl azonnal kévetkezik,

>0, (7.3.21)

hogy az .7 feliilet sziikségképpen pozitiv Yamabe-tipussal rendelkezik.

Tételiink masodik allitasdnak bizonyitasahoz tegyiik most fel, hogy az f fiiggvény
< -en felvett [~

min

minimuma negativ. Ekkor egyrészt igaz, hogy

2/ fute, > —2|f;;my/ u’e, (7.3.22)
54 54

masrészt az

1

/ywm < (L|¢1|aeq)“ (/y|¢z|beq)b , é+%: | (7.3.23)

Holder-egyenl6tlenséget a ¢ = u? és ¢ = 1 fiiggvényekre és az a = 75, b= 3 értékekre

alkalmazva azt kapjuk, hogy

s—2
/ u?e, < (/ U52—526q> S [A(S)] ; (7.3.24)
£% 5%
A (7.3.22), (7.3.24) és a (7.3.20) osszefliggések alapjan az is belathato, hogy
4= (D) (D,u) + R,u?] €
S DO LR G, g4 (7.3.25)

(SO

Veégill a Y(.7) < 0 feltételt felhasznalva azt kapjuk, hogy a Yamabe-allandéra a
Y(Z,[q]) < V(&) < 0 egyenlStlenség teljesiil barmely [q] konformis osztaly esetén.
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Mindez, (7.3.25) figyelembevételével, azt jelenti, hogy

2
s

IV <YV M)l = =Y (7 lq]) < 2[f70. [ A)] =, (7.3.26)

man

ami igazolja (7.3.1) helyességét. O

7.4. Még egyszer a stabilitasi feltételr6l

Térjiink most vissza a fenti bizonyités soran oly fontos szerepet jatszd stabilitasi felté-
tel korabban igért geometriai megfogalmazasahoz. ElGszor tegyiik fel, hogy az (n — 2)-
dimenzios .7 feliillet O nyilt kornyezetében a Gauss-féle fényszerti koordinatarendszer
bevezetése soran értelmezett, k% és ¢, mult- és jovGiranyu fényszeri vektormezdk teljesen

altalanosak. Ekkor az . feliilet A felszinének a k% és (* fényszerd vektormezsk sze-
PA(Fuyr)

oo lu=0,r—0 kifejezést értjiik. A Lie-derivaltak

------

rinti masodik variacidjan az 00,4 =

0p0pA = / L Lre, = / [£40 +0V9R)] ¢, (7.4.1)
S 7

Osszefiiggés teljesiil. Fontos kiemelni, hogy a felszin masodik variacidja rendelkezik a
0r0p A = 0_10_oA és a 6,0, A = 6,0, A tulajdonsdgokkal. Az elsé relacio a definicio kovet-
kezménye, mig a masodik a k® és £* vektormezsk kommutaldsabol kovetkezik.

Erdemes azt is megjegyezni, hogy a (7.3.4), (7.3.9), (7.3.10) és a (7.3.11) egyenletek
feliileten értelmezett n® és ¢* mult- és jovGiranya fényszerd vektormezdkkel kapcsoljuk
Ossze. Megmutathato, hogy ekkor a 6,004 = 6_,0_pA és 0,0pA = 6,6, A tulajdonsagok is
biztositottak.

Igy a 7.2.2. definicioban alkalmazott feltételek kovetkeztében az alabbiak teljesiilnek:

7.4.1. Tétel. Az .7 feliilet pontosan akkor tesz eleget a 7.2.2. definicioban értelmezett
szigoru stabilitdsi feltételnek, ha .-en — amennyiben sziikséges, akkor valamely alkalma-
san vdlasztott v fliggvény dltal indukdlt (7.2.1) alaki boost-transzformdcid végrehajtdsdt
kovetden — taldalhatok olyan n® és €* mailt-, illetve jovdirdnyi fényszerd vektormezdk, ame-
lyekre a 6,,0pA mdsodik varidcio pozitiv, ugyanakkor tetszéleges ' C & feliiletdarabra a
300 A(S") > 0 feltétel teljestil.

Most — amellett, hogy a stabilitasi feltétel egy tjabb értelmezését is bemutatjuk —
megmutatjuk azt, hogy a [2, 3, 100] munkakban alkalmazott szigoru stabililasi feltétel
pontosan az imént megfogalmazott tétel egyszerd geometriai kovetelményeivel egyenér-
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tékd. Ennek belatasa érdekében jegyezziik meg, hogy amikor az .7 feliileten értelmezett
n® és (* fényszerd vektormezdkre alkalmazzuk a (7.2.1) ,boost™transzformaciot, akkor a
(7.3.2) metrikdban szerepls « és 3, kifejezések az o — o = ae’ és B, = [, = o + D,v
szabaly szerint transzformal6dnak.

Ezek utdn a 1) = e 2 és az s, = %Ba jeloléseket alkalmazva azt kapjuk [100], hogy
(7.3.12) a

([£0Y) + 000 )| 5 = =D Dyt + 25" Dyy)

1 - . . (7.4.2)
+ §Rq+Gabn€ + D%, — s%s, | Y

alakban irhato fel, ahol kihasznaltuk azt, hogy o értéke zérus az .7 feliileten. Osszevetve
(7.4.2) jobb oldalat a [3]-as hivatkozas (5)-0s egyenletétben definialt L, stabilitasi opera-
torral lathato, hogy (7.4.2) jobb oldaléan éppen az L, operator 1) fiiggvényen felvett értéke
jelenik meg, amennyiben az abban szerepld ,,0® variacios vektormezét” n'*-val helyettesit-
jiik. Erdemes megemliteni, hogy (7.4.2) jobb oldaldra, mint a [3] referencia (10)-es egyen-
lete altal meghatarozott tipusi, linearis, elliptikus operatorra is gondolhatunk. Emiatt a
[3] hivatkozés 4. és 5. fejezetében ismertetett eredmények az altalunk vizsgalt esetben is
kozvetleniil alkalmazhatok. Ennek fényében azt mondhatjuk, hogy . pontosan akkor tel-
jesiti a szigoru értelemben vett stabilitasi feltételiinket, amikor .#-en létezik olyan ¢ > 0,
Y # 0 figgvény, amelyre L, > 0, L,y # 0 az .7 feliileten, vagy — ami ezzel ekviva-
lens — az L, operator principalis sajatértéke pozitiv.t Mivel a [2, 3, 15, 43, 44, 45, 100]
munkakban alkalmazott szigoru stabililési feltétel pontosan az L, operator principalis sa-
jatértékének pozitivitasaval egyenértéki, az is lathato, hogy az [101] munkadmban leirt és
a 7.4.1. tételben megfogalmazott geometriai lefrasunk ekvivalens az irodalomban hasznéalt
stabilitasi feltétellel.

7.5. Zar6 megjegyzések

ElGszor is, mivel figyelemre méltod, szeretném kiemelni, hogy a 7.3.1.tétel értelmében
az Osszes szigoru értelemben stabil (n — 2)-dimenzios feliilet rendelkezik azon topologiai
tulajdonségokkal, amelyeket eredetileg (lasd példaul a [100] referencia 4.1. tételét) csak a
feketelyukak hatarat megjelenits, szigora értelemben stabil (n — 2)-dimenzios feliiletekkel

kapcsolatban véltiink igaznak.

Erdemes azt is megemliteni, hogy a fejezet 6 tételének bizonyitasa lényegesen lerévi-

4Bar az L, operator nem énadjungalt, megmutathato, hogy a legkisebb valés résszel rendelkezs sajét-
értéke valos — ezt nevezziik principalis sajatértéknek — igy beszélhetiink ennek pozitivitasarol.
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diti Hawking, Gibbons és Woolgar eredményeinek eredeti igazolasat is. Annak belatéasa
érdekében, hogy ezen koradbbi eredmények bizonyitédsa a 7.3.1.tétel specialis eseteként
kaphato, vegyiik észre, hogy amikor . egy s = 2-dimenzios feliilet, a (7.0.1), (7.1.2) és
(7.1.3) egyenletek kovetkeztében

V() =4rx,, . (7.5.1)

Ha még azt is feltessziik, hogy a A kozmologiai allandoval kibévitett Einstein-elméleten
beliil olyan anyagmezdket tekintiink, amelyek eleget tesznek a dominans energiafeltétel-
nek, akkor a 7.3.1. tétel els6 részének specidlis eseteként azonnal kapjuk, hogy

X, >0, (7.5.2)

amikor A > 0, mig a masodik részbdl kovetkezGen

A(y) > 47T<gy — 1)

= ‘A—|’ (7.5.3)

amikor mind yx _, mind pedig A negativ.

A bizonyitasbol azonnal latszik, hogy a 7.3.1. tételben megfogalmazott eredmény fiig-
getlen mindenféle referencia folidzastol. Az is figyelemre méltd, hogy amikor egyetlen
szigoru értelemben stabil (n — 2)-dimenzios . feliilet topologiai tulajdonsagaira vagyunk
kivancsiak, akkor az f : M — R fiiggvénynek csak a kvazi-lokalis tulajdonsigai szamita-
nak, hiszen a 7.3.1. tétel feltételei f-nek csak a .7 feliileten felvett értékeire vonatkoznak.
Igy az f fiiggvénynek nem feltétleniil kell korlatosnak, vagy M teljes egészén azonos els-
jelinek lennie. Hasonlbéan az is belathato, hogy elegendd, ha az altalanositott dominans
energiafeltétel csak az .7 feliileten teljestil.

Erdekes annak a kérdésnek a végiggondolasa is, hogy milyen kapcsolatban lehet a
7.3.1. tétel a topologiai cenzor tételekkel, hiszen a feketelyuk-téridsk kiils6 kommunika-
ci6s tartomanya feltehetSleg olyan nemcsapdazott feliiletekkel foliazhato, amelyekre té-
tellink alkalmazhatoé. Ebben a vonatkozasban érdemes megemliteni, hogy a topologiai
cenzor tételek az aszimptotikusan sik, vagy aszimptotikusan anti-de Sitter téridék to-
pologiai jellemzéset adjak (lasd a [32, 42| referenciakat). A topologiai cenzor tételek —
melyek szintén tetszéleges n > 3 dimenzidoban érvényesek [42] — minden szempontbol
globalisak. Allitasaik értelmében a feketelyuk-téridsk kiilsé kommunikécios tartomanya
topologiai értelemben ,, egyszeri”, ha az aszimptotikus tartomény topologiaja egyszert.
Ezzel szemben a 7.3.1. tétel teljesen kvézi-lokalis, azaz alkalmazhaté minden szigoru érte-
lemben stabil feliiletre fiiggetleniil attol, hogy az adott térid6hoz tartozik-e aszimptotikus
tartomany, vagy sem.



7.5. ZARO MEGJEGYZESEK 127

Végiil szeretném ismételten hangsilyozni, hogy a 7.3.1. tétel 1ényegesen kibGviti azok-
nak az elméleteknek a tarhazat, amelyekben Hawking feketelyuk-topologiai tétele, illetve
Gibbons és Woolgar eredményei érvényesek. Mivel a tétel bizonyitasa soran sehol nem
hasznaltunk elméletfiiggd téregyenleteket, a tétel kdvetkeztetései érvényesek a gravitacio
olyan tetszéleges metrikus elméleteiben, ahol a téridé metrikdjat és az esetlegesen jelen
lévs anyagmezdket egyediil az altalanositott dominans energiafeltétel hasznéalata korla-
tozza. Ennek megfelelGen a 7.3.1.tétel alkalmazhaté a hurelméletben, vagy az altalanos
relativitaselmélet tetszdleges, n > 4 dimenzios altalanositésaiban.
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8. fejezet

Osszefoglalas

Jelen dolgozat a bemutatott fogalmak és eredmények szerteagazo volta ellenére sem nytjt-
hatja a feketelyuk-fizika teljes attekintését. Megirasa kozben leginkabb arra torekedtem,
hogy a feketelyukhoz kapcsolodo alapismeretek tomor osszefoglalasa utan azokat a részte-
riileteket mutassam be — részletekbe mend vizsgéalatok szintjén is —, amelyek kutatasaban
magam is aktivan vettem részt. Mivel az elért Gj eredmények felsoroldsa megtalédlhato a
mellékelt tézisfiizetben, azok itteni megismétlése helyett néhany kiegészits, remélhetsleg
az eredmények jobb megértését elGsegité megjegyzéssel zarom a dolgozatot.

A dolgozatot felépits fejezetek tobbféle szempontbdl is kettéoszthatok. ElGszor is,
ahogy azt mar tobbszor jeleztem, a bemutatott 0j eredmények tobbsége olyan — pél-
déul a 2—4., valamint a 7. fejezetekben ismertetett eredmények —, amelyek szarmaztatasa
sordn egyaltalan nem hasznaltam konkrét téregyenleteket, ezért azok a gravitacié bér-
mely lehetséges geometrizalt elméletében alaklmazhatok. Hasonlé modon az ezekben a
fejezetekben ismertetett eredmények tébbsége a téridé dimenzidszédmanak tekintetében is
altaldnos, tehat azok nemcsak négy-, de lényegében véve akarhany dimenzios elméletekre
alkalmazhatoak.

Mas szempontok alapjan is kiilonbséget tehetiink a dolgozatot felépits fejezetek ko-
zott, mégpeddig abban az értelemben, hogy az ismertetett j eredményeket tartalmazo
fejezetek kozott vannak olyanok, amelyek a kutatés szintjén lezartnak tekinthetéek — ilye-
nek példaul a 2—-4.és a 6. fejezetek —, mig példaul az 5.és a 7. fejezetekben bemutatott
eredmények a megkezdett kutatés természetes folytatasat kinaljak fel, hiszen ezen ered-
mények mar a jelen dolgozatban is a korabban publikaltnal dltalanosabb alakban kertiltek
megfogalmazasra. Az altalanosithatosag, illetve a folytathatosag lehetGségének egyfajta
tiikroz6dése az is, hogy e két fejezet végén részletekbe mend diszkusszié talalhato, mely
szamos olyan nyitott kérdést fogalmaz meg, melyek a jelen pillanatban fontosnak gondolt,
jovébeni kutatasi iranyokat jelolik ki. Ehhez hasonl6d altalanossagra vald torekvés veze-
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tett a 2.fejezetben bemutatott eredményeim — sokszor még a fogalomalkotéshoz tartozo
definiciok — megfogalmazasa soran is.

Azt is szeretném kiemelni, hogy példaul a 6. fejezetben — a négydimenzios, stacionarius,
aszimptotikusan sik feketelyuk-téridékben a horizonttal kompatibilis téridészimmetria 1é-
tezésének problémaja, illetve az annak kapcsan elért eredményeim attekintése soran — az
egyszeriiség kedvéért vizsgalataimat az elektrovakuum esetre korldtoztam. Ugyanakkor a
szakirodalomban publikilt eredményeim az anyagmezdk tekintetében sokkal altalanosab-
bak. Igy példaul nemcsak az elektrovakuum esetben [37], de a gravitacio és anyag kiilonféle
rendszereit tekintve is — ugy, mint Einstein—Klein-Gordon, Einstein—|non-Abelian| Higgs,
Einstein—|Maxwell|-Yang-Mills-dilaton és Einstein—Yang-Mills-Higgs rendszerekre — meg-
mutattam, hogy a stacionarius Killing-vektormezé mellett mindig létezik egy olyan mésik,
az eseményhorizonttal kompatibilis Killing-vektormezd, mely sima esetben a feketelyuk-
tartoményban, analitikus esetben a kiils6 kommunikaciés tartomanyban is értelmezhetd,
és amely altal indukalt izometria-transzformaciokra nézve az eseményhorizont egy Killing-
horizont, tovabba a kérdéses izometria-transzforméciok hatasara nézve az anyagmezdk is

invariansak [95].

Egy maésik fontos észrevétel ugyanezen fejezet kapcsan az, hogy lényegében ugyan-
azok az 1j technikik, melyek Hawking feketelyuk-topoldgiai tételeinek altalanositédsahoz a
[37, 95] munkékban keriiltek megfogalmazasra — ezek segitségével bizonyithato, hogy ami-
kor egy stacionarius feketelyuk nem sztatikus, akkor a kérdéses feketelyuk stacionarius és
tengelyszimmetrikus —, kis, értelemszerti valtoztatasokkal alkalmazhatoak a kozmikus cen-
zor hipotézis kozmolodgiai kontextusban térténd indirekt bizonyitasanak soran is. Konk-
rétan ismert szamos olyan téridg, amelyben olyan kompakt Cauchy-horizont talalhato,
amelyet zart fényszerd geodetikusok generalnak. Ezek a térid6k azonban mind specia-
lisak abban az értelemben, hogy benniik egy olyan Killing-vektormezs létezik, amelyre

nézve a Cauchy-horizont egy Killing-horizont.

Egy Cauchy-horizont létezése altalaban azt jelenti, hogy a tartomény, ahol egy adott
elmélet a jovében lejatszodo torténéseket legalabb elvileg képes megjosolni, behataroltnak
tekintends. Eppen az ilyen tipust behataroltsag Einstein-elméleten beliili, nem altalanos
jellegével kapcsolatos varakozasainkat fogalmazza meg Penrose ,, erds kozmikus cenzor”
hipotézise |88, 89).

Minthogy minden ismert, kompakt Cauchy-horizontot tartalmazé téridé esetében lé-
tezik az emlitett téridészimmetria, természetes modon meriil fel az a kérdés, hogy milyen
mértékben képesek az Einsten-egyenletek a vonatkozo, horizonttal kompatibilis Killing-
vektormez§ létezését garantalni. Masként fogalmazva: Létezhet-e egyéltalan kompakt
Cauchy-horizontot tartalmazo6 téridé a fent emlitett szimmetria nélkiil? Amennyiben az
utobbi kérdésre adhato valasz nemleges, gy a kapcsolodo érvelésiink meggy6z6 indirekt
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tamogatasat adja Penrose erGs kozmikus cenzor hipotézisének. Nyilvanvald ugyanis, hogy
barmely szimmetria létezése ellentmond az adott téridé altaldnossagara vonatkozo elva-
rasainknak.

Moncrief és Isenberg a |75, 57| munkékban olyan analitikus elektrovakuum-téridéket
vizsgélt, amelyekben zart, fényszert geodetikusok altal generdlt kompakt Cauchy-horizont
talalhato. Ezek utdn megmutattak, hogy minden ilyen téridében létezik a horizonttal
kompatibilis Killing-vektormezs. A [37, 95| dolgozataimban (lasd a [98] munkat is) a
6. fejezetben leirt technikai elemeket felhasznéalva azt is megmutattam, hogy az analicitasra
vonatkozo feltétel nélkiil — és az Osszes fentebb emlitett, és a [95] dolgozatunkban vizsgalt
gravitacié és anyag csatolt rendszerei esetén — is megmutathato a horizonttal kompatibilis
Killing-vektormezd 1étezése. Ezen feliil, a kozmologiai kontextusban az egyoldali kornyezet
— ez az, ahol sima esetben a Killing-vektormezs létezését garantalni tudjuk — éppen a
horizont Cauchy-fiiggéségi tartoméany felli oldala. Igy az adott téridGosztaly elemeire
sikertilt Moncrief és Isenberg eredményeit altalanositani, tehat ezek a téridék nem lehetnek

altalanosak a sima esetben sem.

Hasonléan, azt is érdemes megemliteni, hogy a 6.5. alfejezetben bemutatott eredmé-
nyek, melyek a kezdGérték-problémak és téridGszimmetriak kapcsolatanak vizsgalatat idé-
zik fel, sem a lehet§ legaltalanosabbak. A kérdéses alfejezetben arra torekedtem, hogy
egyrészt az altalanositasok lehet&ségét érzékeltessem, masrészt a 6. fejezet targyat képezd
elektrovakuum eset vizsgalatdhoz sziikséges eredményeket igyekeztem minél egyszertibb
moédon megfogalmazni. Az érdekldds olvasod sokkal altalanosabban, lényegében a gra-
vitacié és anyag Osszes lehetséges ismert rendszerére — melyekben (esetleg csak egy hi-
perbolikus redukci6 utén) a téregyenletek elsérendd, szimmetrikus hiperbolikus fejlédési
egyenletek alakjaban irhatok fel — alkalmazhaté eredményeket talal a [96, 97| munkaim-
ban.
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9. fejezet
Koszonetnyilvanitas

Szakmai fejlédésem meghatarozo alakja Robert Manuel Wald. ElsGsorban neki tartozom
koszonettel azért, hogy kozos munkaink soran az altalanos relativitaselmélet technikai
ismeretei magas szintl alkalmazasanak igénye mellett a kutatasaiért felels ember példa-
mutato viselkedését is modom volt megtapasztalni. Kiilondsen nagy érték szamomra a
szakmai munkakapcsolatunkbol kialakult baratsag.

Szakmai fejlédésemre nagy hatassal volt Robert Geroch, Helmut Friedrich és Hideo
Kodama munkéassaga is, akikkel szerencsém volt egylitt dolgozni, illetve téliikk tanulni.

Koszonettel tartozom az MTA KFKI RMKI minden olyan munkatérsanak is, akitél
a kozos munka, beszélgetések soran sokat tanulhattam. Igy héalaval emlékezem tobbek
kozott volt témavezetémre, Perjés Zoltanra és volt szobatarsamra, Dolinszky Tamasra,
tovabba halaval tartozom Hraské Péternek, Frenkel Andornak és Sebestyén Akosnak.

Didkjaimnak és fiatalabb kollégaimnak a kozos munkak soran tanusitott érdeklgdésii-
kért és szorgalmukért szintén koszonettel tartozom. Kiilon koszonet illeti Kannar Janost,
Zsigrai Jozsefet, Fodor Gyuléat, Csizmadia Pétert és Laszld Andrast.

Végiil, de nem utols6 sorban, koszonettel tartozom gyermekeimnek, Zsoltnak, Orso-
lyanak és Zoltannak, akiktsl folyamatosan nagyon sok tamogatast kaptam, ugyanakkor
nem elhanyagolhat6 életrevalosagrol tettek tanibizonysagot pusztan azéltal, hogy egy fi-
zikus apa mellett valtak kivalo egyéniségekké és kiilon-kiilon sikeressé az altaluk valasztott
életpalyan.
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10. fejezet

Appendix

Ez a fiiggelék a Newman-Penrose-formalizmus alapvet§ mennyiségeinek, illetve a rajuk vonatkozo
egyenletek felidézésére szolgdl. A metrika kontravarians alakja

0 1 0
¢ =11 gv g8 |, (M.1)
0 gAT gAB

ahol az U, X4 valoseértéki, és az w, €4 komplexértéki fiiggvényekkel

g7 =2U —ww), g™ =X — (0! +we?), g8 = (6168 + 4¢P (M.2)

Az {0, n* m® m*} komplex fényszerd tetrad és az elemeihez tartozdé D = 90,, A = n%0,,

§ = mo09, és § =m0, iranymenti derivaltak
= §F., nt =, + U, + XA 4, mt = wdt, + 450, (M.3)
D=09/0r, A=38/0u+U-8/or+X*.0/0z", §=w-0/0r+¢&1-8/0x. (M.4)

A metrikara vonatkozo egyenletek:

D(¢)

D(w)

D(X%)

D(U)

S(XA) =AY
5(E"Y) 5%
§(@) — 6(w)
5(U) - Aw)

p¢t + oth

pw+ow—T

Tf_AJrTfA

TW + Tw — (y+7)

(47 =7t + 2

(B— ) +(a-pet

(B— 0w+ (@-B)w+ (u—7)
(p+5—Yw+ Ao -7
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Spin-egyiitthatok

k=0mtVoly, |e= %Ea(nbvaﬁb — MV my) T = =0T’V oy,
p=m'mVly, | a = %m“(nbvaﬁb —mVemy) | A = —mmPVany,
o =mmbVuly | B = %m“(nbvaﬁb —mVemy) | = —m*mVany
T =n*mPVuly | v = %na(nbvaﬂb —m’Vamy) | v = —n%m’Vny
Weyl-spinor komponensek
\I/() = — abcdéambﬁcmd
\Ifl = — abcdéanbﬁcmd
Uy = —%Cabcd(ﬁanbﬁcnd — (onbmemd)
U3 = —Capean®onm?
\114 = - abcdnambncmd
Ricci-spinor komponensek
‘1’00 = —%Rabfafb (I)()l = _%Rabgamb
(1’22 = —%Rabn“nb @12 = —%Rabnamb
D = —iRab(ﬁanb +mam?) | A = %Rab(ﬁanb — m?mP)
P2 = _%Rabmamb q),Ba - (I)a,B

A D = (%9, A =n%,, 6 = m®d, és 6 = m*J, differencialoperatorok kommutatorainak

hatésa egy 1 skalarfiiggvényen:

A Newman-Penrose-egyenl

= D) — pd (¥) — 00 (¥)

= —TD@W) + (p =7 +7)5 (%) — A
= (—n+ WD) + (a = B)d () + (—a + B)d (¢)

= (v+7) D) =70 (¢) — 7 ()

etek:

D(p) = p*>+ 06 + Pgo

D(o) = 2po+ ¥y

D(r) = 7p+ 7o+ V1 + $p
D(a) = pa+ o+ P

D(B) = ao+pf+ ¥,

D(y) = ra+78+ Vs — A+ Pyy
D(A) = pA+ap+ Py

D(p) = pp+or+ ¥y +2A
D(v) = Tu+7A+ Us+ Py
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AN =d(v) = (F=37—p~—
3(p) = (o) = (@+B)p—
5(a) = o(8) =

6(A) = do(p) =

d(v) — Ap) = u? + AN+ (y

() —AB) = pr—ov— (-

5(1) —Alo) = po+rp+ (1

A(p) =6(1) = —pii—aX+ (Y +7)p
Al@) =d(y) = pv—(T+B)A

A Bianchi-azonossagok:
D(W1—®o1) — 6(¥o) + 6(Poo)

A(Vg) = 0(V14+Po1) + D(Po2)

D(\IJQ + 2A)—g(\111 + (I)()l) + A((I)O[))

ATy — Dgy) — 6(Vg + 2A) 4 0(Pg2) =

D(W3—Py1) — 0(¥a + 2A) + 5(Pao)
A(Wg 4 2A) — §(W3 + o) + D(Po)
D(Ty) — 6(¥3 + Pa1) + A(Poy)
A(U3—Po1) — §(Vsg) + 6(Pa2)
D(®11 + 3A)—3(P10) + A(Poo)—0(®o1)
D(®12) — 8(®11 — 3A) + A(Po1)—6(Po2)

D(®22)—6(P21) + A(P1q + 3A)—6(P12)

( )

(Ba — o — Uy + D, ( )
ppt — 0N+ aa + BB —2af — Uy + A+ ®qy ( )
(a+ )+ (@ =3B\ — W3 + gy ( )
+3)p+ (71— a—38)v + Do (NP.14)
( )

( )

( )

( )

A+ (Ba+ 8 —7)v — Uy

¥ — w)B+ aX + &9
—a+B)T— 3y —7)o + P2
—(F+a—B)T— ¥y —2A

+ (¥ —pa+(B—7)y— U3

—4aVy + 4pU + 27Pgg — 2pPp1 — 20P 19
(dy — p)Wo — 2(27 + B)¥1 + 30V
—A®gy — 2B8P1 + 20P11 + pPo2

AW — 200, + 3pWs + (27 + 27 — ) Boo
—2(a+7)Pg1 — 27P10 + 2pP11+5 P02

vy +2(y — )Wy — 3705 + 20035 — 7P

(B.3)

(B.4)

+2(a—7)Po1 + (3 — B)Po2 + 2711 — 2pP12

=2\ + 2pW3 + 2ud1g — 2(8 — @) Py
—2pPoy

2001 — 3uVy — 2aWs 4+ oWy
—2u®11—APgg + 28Po1 + pPoy

—3A\VUs + 2aW3 + pUy + 20D — 2A Py
— (27 — 27 + ) Po0—2(T — a) P21+ Doy

3vWo — 2(y 4+ 2u) Vs + (48 — 7)Uy

(B.5)

(B.6)

(B.7)

(B.8)

—2v®; — TPy + 2A P12 + 2(7y + 1) P21 —T P22

(27 427 — = B)Poo — 2(a+T7) P (B.9)
—2(a+71) P19 + 4pP11+7Po2+0 Py

(27 — p — 20) @1 +7 P —AP1p — 27®11  (B.10)
+(28 — 2a—7)Pgz + 3pP1o+0Poy

v®o1 + P19 — 2(p + 1) P11 — ADp2 (B.11)

_X(I)QO + (23—?)@12 + (26—7‘)@21 + 2pq>22
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