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Bolyongas és keresés

1D diszkrét ideju bolyongas

@ Galton-deszka, stat. fiz., @ Erme: extra Hilbert-tér
jarvany, kockajaték, tézsde, ) 3 3
GooglePageRank, etc. @ Interferencia, szélesség ~ t

® Binomialis — Gauss @ Kvadratikusan gyorsabb

terjedés

@ Diffuzio, szélesség ~ Vit
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Bolyongas és keresés

Kvantumos bolyongas

o Otlet: v. Aharonov, L. Davidovich, N. Zagury, PRA 1993

@ Kvantumos sejtautomata: D. Meyer, PLA 1996
nincs homogén megoldas — érmetér szilkséges

@ Keresés hiperkockan: N. Shenvi, J. Kempe, K. B. Whaley, PRA 2003

@ Algoritmikus alkalmazasok
dsszefoglald cikk: M. Santha, arXiv 2008

@ Kvantumoptikai elrendezés:
M. Hillery, J. Bergou, E. Feldman PRA 2003; Buzek, Kosik, PRA 2005

@ Keresés kvantumoptikai elrendezésben, hibaval:
A. Gébris, T. Kiss, I. Jex, PRA 2007

@ Megvaldsitas: javaslatok egy sor fizikai rendszerben

pl.: Kvantum gyirik O. Kalman, T. Kiss, P. Féldi, PRB 2009




Bolyongas és keresés

Kvantumos bolyongas

@ Bose-Einstein kondenzatummal
[W. D. Phillips et al. 2004]

@ Optikailag csapdazott atomokkal
[M. Karski et al. Science 2009]
@ Egy és két csapdazott ionnal
[F. Zahringer et al. PRL 2010]
@ Linearis optikai elemekkel
[A. Schreiber, K. N. Cassemiro, V. Potocek, A. Gébris, P. J. Mosley, E. Andersson, I. Jex,
Ch. Silberhorn PRL 2010]
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Bolyongas és keresés

Kvantumos bolyongas

@ 1D egész racs: aszimptotikus fejlédés — részletesen
targyaltak

@ 2D egész racs: egyes esetek: B. Tregenna et al, NJPhysics 2003, N.
Inui, Y. Konishi, N. Konno, PRA 2004, Pemantle csoport, arXiv 2008, 2009
o Grover érme — lokalizacié (cspdazas) az origéban
@ Fourier érme — nincs lokalizacio
@ Elérésiidd
Klasszikusan:
véges egy véges grafon & a szérassal skalazik

Kvantumosan:

e Exponencialisan gyorsabb lehet (Kempe, 2003)
e Végtelen lehet véges grafon (Krovi, Brun, 2006)
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Bolyongas és keresés

Kvantumos bolyongas: definiciok

@ Pozici6 (P) és érme (C, coin)

Hilbert tér: H = Hp @ H¢ )

@ Diszkrét hely a racson:

Hp = ((2) = Span {jm), m € ZdU

@ Ermetér — lehetséges
|épések:
{e;, i=1,...,¢}

@ Régzitjtk: ¢ = 2%
He = C¥ = Span{le,->, e €{1,-1 }d}

Egy qubit minden térdimenziéra




Bolyongas és keresés

Kvantumos bolyongas: definiciok

@ Pozici6 (P) és érme (C, coin)

Hilbert tér: H = Hp @ H¢ )

@ Diszkrét hely a racson:
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|épések:
{e;, i=1,...,¢}

@ Régzitjtk: ¢ = 2%
He = C¥ = Span{le,->, e €{1,-1 }d}

Egy qubit minden térdimenziéra

@ Unitér fejlédés:
u==s- (I,D ® C)

(1)) = X yi(m, t)im) @ ;) = U'ly(0)) J

@ Feltételes lIépés operator:

S =X Im +e;}m|® le;)eil J

@ Ermedobés operatora

C e U(c) )

Szimmetrikus érme: |C;| =



Pélya-féle szam

Klasszikus bolyongas Poélya-féle szama

Uber eine Aufgabe der Walirscheinlichkeitsrechnung
betreffend die Irrfahrt im Strafennetz.

Von
Georg Pélya in Zirich.

1. Ich beziehe den d-dimensionalen Raum auf ein rechtwinkliges
Koordinatensystem. Ich betrachte diejenigen Punkte, deren Koordinaten
%, %, ..., %, simtlich ganzzahlig sind, und solche Verbindungsgeraden
dieser Punkte, die einer der d Koordinatenaxen parallel sind. Die Ge-
samtheit dieser Geraden bildet das d-dimensionale Geradennetz, und die
Punkte. mit ganzzahligen Koordinaten, die man gewShnlich als Gitterpunkte
bezeichnet, sollen die Knotenpunkte des Netzes heifien. In jedem Knoten-
punkte kteuzen sich d zuemandet rechtwmkhge Geraden des Netzes und

I m- 1 Ltd LI EURFPIEEI

G. Pdlya, Mathematische Annalen 84, 149 (1921)
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Pélya-féle szam

Klasszikus bolyongas Poélya-féle szama

@ Bolyongas Z¢ racson, kezd6pont: 0

@ Polya-féle szam P: az origbba valaha visszatérés
valészinlisége

@ Visszatéro ha P = 1
@ Elszdkd ha P < 1
@ po(t) — visszatérés valészinilisége t idépontban

NB: Paratlan t esetén p,(t) = 0 = csak péros t-t tekintlink

P csak a dimenziétol flgg:
d < 2 visszatérd (P = 1)
d > 2 elszdkd (P4 = const < 1)




Pélya-féle szam

Diszkrét kvantumos bolyongas Poélya-féle szama

Mérés — megvaltozik a kvantumallapot

Visszatérési valdszinliség — fligg a mérés maodjatol
Helymérés minden |épésben — klasszikus bolyongés
T. Kiss, L. Kecskés, M. Stefanak, |. Jex, 2009

Javasolt mérési eljaras

@ Azonos éllapotlu sokaséag
@ Egy méréssorozat: az n-edik rendszert n 1épés utan mérjik

@ Polya-féle szdm:
o0

P=1-]](1-po(t))

t=1

—+00
@ Visszatérés feltétele 3, po(t) = +o0 & po(t) ~ 1 orslower
t=0

M. Stefanak, I. Jex, T. Kiss PRL 100, 020501 (2008) 9/35



Pélya-féle szam

Fourier analizis

@ Eltolasi invariancia

w(k,t) = Zz//(m, H)e™k) ke (-x,x]?

m
Propagator: y(k,t) = Ut y(k,0)
Propagator sajatértékei: 1; = e/i(k)
@ Kezdetben origéban lokalizalt

y(m,t) =0 for m#0= y(k,0)=y(0,0)

@ Hullamfliggvény az origbban

f dk1"' dkd e’“”'"‘”-(w(o,o),vj(k))'V"(k)} |
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Pélya-féle szam

Aszimptotikus lecsengés vizsgalata

(o [ dk
2r ) 2n

—7 -

et (y(0,0), vi(k)) - v(K)

stacionarius fazis kozelités

Stacionarius fazist pontok ko: Vw(kg) = 0
A pontok degeneracidja hatarozza meg a lecsengés ltemét

A kezdodallapot hatasa:

Zér6 atfedés egy sajatvektorral:

(¥(0,0), vj(ko)) = 0
= a vonatkoz¢ stac. fazisu pont kiesik
= pPo(t) lecsengése gyorsabb lehet
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Pélya-féle szam

2D bolyongas Grover érmével

Visszatérd (Elszoké
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Pélya-féle szam

2D Grover érme

101 11

1 1 14 1 1
G=3| 1 1 -1 1
11 1 -1

@ G(ki, ko) sajatértékei

Mz =21, Aga(ki k) = e*elkike)

@ Lokalizacié (csapdazédas) kivéve egy kezddallapotot:

1
wG:§(1,—1,—1,1)T

amely ortogonalis v1 > (k1, ko) sajatvektorokra
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Pélya-féle szam

Visszatérés tetszoleges dimenzioban

Paros: 2d dim Paratlan: 2d + 1 dim

@ d Grover érme
tenzorszorzata

ct) =Gg...0G

@ 229-1 konstans sajatérték
A= +1
— localizacio
— visszatérés

@ Kivéve egy 49" dim alterét
a kezddallapotoknak:

Un=Y1.2n@YG®Y2nis. 2d

@ Tetszbleges 1D érme az
extra dimenziéban
(C e U(2)):

C(2d+1) _ C(Zd) ® C

@ 229 gpecidlis sajatérték

® po(t) ~ 1?
— visszatéres
= de nincs lokalizacié

@ Kivéve egy 2 -49-1 dim
alterét a kezdbdallapotoknak:

Un = Y1, 2n@PYc®Yon43..2d+1
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Pélya-féle szam

Probability density of a 2D walk with Fourier coin

(Recurrent |l Transient
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Pélya-féle szam

2-D Fourier bolyongas

@ Fourier érme

1 1 1

ISIES
—_ -

—i -1 i

@ Két fazisnak van vonal menti stacionarius fazis = jarulék
~ 171

@ Origdbeli valoszinliség po(t) lecsngése t~' kivéve

v € yr(a,b) = (a,b,a,~b)" |

amelyek ortogondlisak a v4 »(k) vektorokra ha k a st. f.
vonalon

M. Stefanak, T. Kiss and I. Jex, Phys. Rev. A 78, 032306 (2008)
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Pélya-féle szam

Szimmetrikus esetek Z racson

Eset Po(1) Pélya szam | Klasszikus
1-D t~' tetszbleges o 1 1
d-D fliggetlen =9 tetszéleges o | <1 (d>1) | <1 (d>2)
const. ha vy # Yg 1
2-D Grover 1
t2 ha Yo =Yg <1
ptlan D: const.
d-D Grover-alapl péros D: ' 1
(d>2) if o & {Ya} <1
2 if Yo € {Ye) <1
™" hayo ¢ {Yr) 1
2-D Fourier 1
2 ha o € {Yr) <1
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Pélya-féle szam

Kvantumos bolyongas haromszégracson

Grover érme

Nincs sem lokalizacid, sem visszatérés
Megtalélasi valésziniiség az origbban: t=4/3 illetve t8/3

B. Kollar, M. Stefanak, T. Kiss, |. Jex, PRA 82, 012303 (2010) 18/35



Pélya-féle szam

Osszefoglalas

@ Dimenzié és kezdballapot szerepe: visszatérd lehet tetszbéleges
dimenziéban

@ 2D: elszbkd/visszatérd/lokalizaléd bolyongasok — érme és
kezddallapot-fliggd

@ Folytonos idejl bolyongas: csak a racstél (graftol) fliigg
Z. Daréazs, T. Kiss, PRA 81, 062319 (2010)

Attekinto cikk:

N. Konno: Quantum walks, U. Franz and M. Schurmann (Eds):
Quantum Potential Theory, Lect. Notes in Math., Vol. 1954, Springer, pp.309-452
(2008).
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Komplex kaosz

Kaosz és kvantummechanika

@ Altalaban: nincs kdosz a kvantummechanikdban, az unitér
idofejlédés miatt. Egzotikus ellenpéldak Iéteznek.
@ Kvantumkaosz: egy klasszikusan kaotikus rendszer
kvantumos verzioja
o A kvantumkéosznak vannak tipikus jegyei
e De: nincs exponencidlis érzékenység
[P. Cvitanovi¢, R. Artuso, R. Mainieri, G. Tanner and G. Vattay,
Chaos: Classical and Quantum, ChaosBook.org (Niels Bohr
Institute, Copenhagen 2005)]
@ Kvantum — klasszikus: Hogyan keletkezik a kaosz?

e A kornyezet hatdsara nem-unitér fejlédés
[R. Schack et al. J. Phys. A 1995, G.G. Carlo et al. PRL 2005]
o Modellezhetjlk pl. folytonos méréssel
[T. Bhattacharya et al. PRL 2000; A.J. Scott and G.J. Milburn
PRA 2001]
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Komplex kaosz

Nemlinearitas mérés és kivalasztas altal

Elemenkénti négyzetreemelés

kontroll: pbe;& B L pf
[UXOR 18k
cél: Py > I 0)%

2. dbra. Az S transzformécié lépései. Két mésolata ugyanazon
qubitéllapotnak elészor egy unitér kapun megy keresztiil (egyéb ka-
pukat is vdlaszthatunk, mint az Uxog), majd egy sziir6n. A szlird
kapu ta;talmazza a mérést. A kontroll bit /JZZ,,“_U“ a folyamat végén
az 1j p’;fmm” allapotban lesz, mig a cél bit mindig a |0) dllapotban.

pij 3, Npj, Bazisfliggd fogalom!

H. Bechmann-Pasquinucci ef al. PRA 1998; D.R. Terno PRA 1999;
G. Alber et al. J. Phys. A 2001; P. Horodecki PRA 2003
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Komplex kaosz

Nemlinearitas mérés és kivalasztas altal

Q " ®p" kelll

© XOR-kapu (unitér):
Uxorli1l)z2 = i © )

© Szirjunk a target |0) allapotara

Tulajdonsagok & alkalmazasok

@ Mikédik i,j=0,...,D—1eseténis

@ Mikodik 6sszetett rendszerekre is

@ Példa: két qubites rendszer
(D = 4): tisztitasi protokoll

S
pi = Npj

Rp = UpU'
U= cos X sinx e
- —sinx e cosx

Egy lépés: p’ = Fp = RSp

Megvalésitas fteracio |

|

Numerikus hiba?
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Komplex kaosz

Valodi kaosz?

Ljapunov exponens: altaldban numerikusan nehéz szamolni

Legegyszeriibb eset: 1 qubit tiszta allapotban
lpy = ¢110) + c2l1) — l¢") = ¢110) + c51)

Normalas + globalis fazis — elég 1 komplex amplitid6

o) = N(z)(210) + 1)) — l¢") = N(2')(Z'|0) + |1))

Norma: N(z) = (1 + |z]?)~"/2

Leképezés C f6l6tt
¥F-tegy C — C leképezés, Fp, reprezentalja:

Z2+p

BN p =tanx e
1 —p*22

ze Fp(z) =

p € C az unitér forgatas paramétere
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Komplex kaosz

Komplex racionalis leképezések

Legyenek S és S’ Riemann fellletek, S” kompakt. Legyen F
holomorf leképezések egy csaladja f, : S — S’. Azt mondjuk F
normalis, ha minden végtelen sorozat F-bél tartalmaz egy
részsorozatot, amely lokdlisan egyenletesen tart egy
hatarfiggvényhez.

S legyen egy Riemann felllet, f : S — S egy nem konstans
holomorf leképezés, f°" : S — S pedig n-szeres iteraltja.
Roégzitslik a zg € S pontot, ekkor vagy
@ degy U kornyezete zg-nak gy, hogy {f°"}|U egy normalis
csaladot alkot = z; egy normalis pont és z; a Fatou
halmazba tartozik
@ nincs ilyen kdrnyezet = zy a Julia halmazba tartozik J = J(f)

J zart halmaz, F = S\ J nyilt halmaz.

J.W. Milnor Dynamics in One Complex Variable, (Vieweg, 2000)

24/35



Komplex kaosz

Valddi kaosz bizonyitasa

Tétel a racionalis fliggvényekrol

Ha f : C — C egy masod, vagy magasabb foku racionalis
fliggvény, akkor a J(f) Julia halmaz nem (res.
Milnor, Chapter 4.

22+p

Z'—’Fp(z):1_p*22,

p =tanx e

A Riemann-gdmbdn:
C—>C, C=CUw, z€{0,0} & {[1),]10)}
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Komplex kaosz

A trivialis eset: nincs forgatas

Négyzetre emelo leképezés
z2 4+ p

—— = p=tanxe?’ =0
1-p*z2

ze Fp(2) =

2

z- Fy(z) =2z

Viselkedése

|zl <1 F°"(z) - 0
|zl >1 F°"(z) > oo Keét stabil fixpont: {0, oo}

|zl =1 nem konvergal

’ Trividlis Julia halmaz: az egységkor
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Komplex kaosz

Ljapunov exponens a koron

A Ljapunov exponens definiciéja

1. Az(n)

A=l li —In .
oo AZ(I(§T)]—>0 n  Az(0)

A tavolsag az atfedésbdl:
A(0) =1 = [(z1|z0)

Nem mindig egyértelm(.

@ Az egységkoron: zgp = 1,z = exp(iy)
@ Tavolsag: A,(n) = 3(1 - cos2"p)
@ A Ljapunov exponens pozitiv:
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Komplex kaosz

Hogyan banjunk a komplex kaosszal?

@ Periodikus ciklusok: f°"(z1) = z
@ Szamoljunk multiplikatort: 2 = (f°")(z1)

4] <1 vonzo
4] > 1 taszité
Al =1 semleges
A= +1 de f°" # 1: parabolikus
Fatou halmazban: vonzé ciklusok & és a vonzas korzete Q2
Julia halmazban: taszité ciklusok & a lezaras o2

@ Keressik meg a kritikus pontokat: f'(z.i) = 0
Lemma 1: Egy d > 2-ed foku raciondlis leképezésnek max.
2d - 2 ciklusa, amely vonzé/parabolikus.
Lemma 2: A kritikus pontok palyaja vonzé vagy parabolikus
ciklushoz tart, vagy sehova.
@ Kodvessik a kritikus pontok palyajat: konvergalnak-e.
T. Kiss, I. Jex, G. Alber, and S. Vymétal: Phys. Rev. A 74, 040301R (2006)
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Komplex kaosz

Nemtrivialis Julia halmaz, p = 1

Egy vonzé periodikus ciklus: {-1, co}

Im(z)

Soétét - gyors, Szlrke - lassu, Fehér - nincs konvergencia
29/35



Komplex kaosz

Vonzo periodikus ciklusok hossza, z; = 0

Tulajdonsagok

L 1M 40 . .
18 e 37 @ Tikérszimmetria a
16 F D | Re tengelyre
14 F _ N4 31 . .

[ sodimastinatiidey 28 @ Szimmetria Im-re,

_ 1.2 AR ’ | B A

g 1F - - s M 22

T 08 b . . 19
T ey 16 Imaginarius p
0.6 X"‘:,,,Z-'h X A’-;,j‘} 13

L — .
0.4 | % 3 10
‘ 7
0.2 x\‘;r 4
0 I b | | 1 1 | | 1 1 1
-1 -0.8-06-04-02 0 02 04 06 0.8 1
Re(p)

Sarga - 1 elem(i vonzé ciklus, Narancs - 2 elemd, . .., Fehér - kdosz
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Komplex kaosz

Julia halmazok

p=14+02i p=1,2+0,2i
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Komplex kaosz

Julia halmazok és a paramétertér

2 a5 4« ' s o 5 1
SRR 152 Re(z) p=061

T. Kiss, I. Jex, G. Alber, E. Kollar, Int. J. Quant. Inf. (2008)
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Komplex kaosz

2 qubit: kaotikus 6sszefonédas

[y12(r)) = N(I00) + r[11)) § p(A,r) = A Wra2(r))a2(r)l + (1 - 2)/4 1

2 45 -1 05 0 05 1 15 2
Re(r)

1533 1.655 1.777



Komplex kaosz

Osszefoglalas

o Egy qubit:
e gazdag kvantumrendszer!
e komplex kaosz
o klasszikus megfelel6 nélkl
@ Két qubit:
kaotikusan fejl6d6 dsszefonddottsag
@ Hosszutavu viselkedés:
csak elméletileg
exponencialisan nagy sokasag szlikséges
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Komplex kaosz

Torténeti megjegyzések

@ Kaosz a fizikdban - Poincaréig nyulik vissza
[H. Poincaré, Les Méthodes Nouvelles de la Méchanique Céleste
(Gauthier-Villars, Paris, 1892)]
@ Egy évszdzada beszélnek komplex kaoszrdl - a
matematikaban:
1906 Ekkor adta az elsé kiilénds példat P. Fatou:
z 22/(22 +2)
[P. Fatou, Sur les solutions uniformes de certaines
equations fonctionnelle, C. R. Acad. Sci. Paris 143
(1906) 546-548]
1920-as évek G. Julia, S. Lattés, J. F. Ritt
1970-es évek Szamitégépek - képek: Mandelbrot & . ..

@ Més fizikai rendszerek megvaldsitanak komplex kdoszt?
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