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eKétrészu rendszerek, tiszta allapotok, Schmidt f6lbontas €s az
Osszefonodasi mértékek

eP¢ldak a kvantumoptikabol
*Osszefonddds egy iitkozési feladatban

*Egy tétel az N részil rendszer tiszta allapotainak globalis
Osszefonodasara vonatkozoan



Miért érdekes?
1. A klasszikus és kvantumfizika kulonbsége

2. A nemlokalitas megnyilvanulasa a kvantummechanikaban rendkivdl
kontraintuitiv: Einstein, Feynman

3. Lehetséges a gyakorlati alkalmazas (?) kvantumszamitogép
Bizonyos kvantumos algoritmusok exponencialisan gyorsabbak
mint a klasszikusok, a leghiresebb a Shor féle algoritmus:

N a faktorizaland6 szam, n=IlogN, a lépésszam O(n?),

Jozsa-Linden tétel: Ahhoz, hogy egy kvantumos algoritmus
exponencialisan gyorsitson, elegendéen nagyszamu részrendszer
0sszefonddott allapotai szikségesek.

lgazi er6forras a tobb részecske 6sszefonodas.

4. Ha a kvantumszamitégéep nem is valésul meg a kdzeljovében, a
természetben rejlé kvantumos lehetéségek jobb megértése
és jOvobeni alkalmazasa (pedagdgiai cél)



Részecskek osszefonddasa versus szabadsagi fokok 6sszefonddasa

Pl. egyetlen eziistatom van feles spinnel

A Stern Gerlach berendezés hatasa:

Y(x,p,s,1) = ay(x, )N + By (x,»)[]),

ahol v (x,y) lokalizalt ahol y = ax,
mig v (x,y) lokalizalt, ahol y = —ax
Ez két szabadsagi fok 6sszefonddasa, de egyetlen részecskén
torténd meéres, ami nem befolyasol egy masikat.
Megallapitjuk a részecske helyet €s ebbdl kovetkezik, hogy mi a spinje.



Osszefonddottsdg: elemi megfogalmazas

Két kvantumfizikai rendszer 1 és 2

Ha tudjuk, hogy 1 allapota ‘(,0> - S’jl 2 allapota ‘W> = gjg

és a két rendszer k6zOtt nincs kapcsolat, akkor az egyuttes rendszer allapota

mindig
) =le)®|w)

Ellenben lehet:
W) = ci|o1) @ [w1) +c2|02) @ [wa), lei|* +ea|* =1, c1,¢2 # 0

Paradoxonok, pl. a Bohm féle (EPR) szingulett spin allapot

) = (11~ 410

Az eredeti EPR (1935) cikkben végtelen sok illetve folytonosan sok tag esetét
vizsgaljak.

Annak nyoman irta Schrodinger: Die gegenwdirtige Situation in der Quantenmechanik,
amelyben az osszefonodds (Verschrinkung) szo ebben a formdban szerepel.



A redukalt surts€égoperatorok

Kétrészi rendszer egyuttes tiszta allapota |"“I'> € 9N QN2

'Y =Y cilei), @), = X cileilfi).

ij ij

A teljes slrlségoperator

o>

=[T) (¥ = > ciciile) (exl @ 113) (Sl

i,3,k,1

A redukalt striségoperatorok (Landau 1927):

01 Tl"2@:Z (fil o] fi) ch’ljckj‘e% ) (ex]
z .
09 = Tl“l@zz (ex| 0 lex) = ZZ% ci | f5) (fu

k




A Schmidt féle dekompozicios tétel (1907)

Ha |U) = Zcij e;) |f5) € 91 ® Ha tiszta normdlt dllapot

2,J

akkor létezik olyan
u;) ON vektorrendszer ;- ben és
v;) ON vektorrendszer a - ben, hogy:

W) = Vi ) o)

n
p; >0 valés Zp,,; = 1.
i=1

i =1,2..n < N = min(dim 1, dim ), (N lehet oo is)




Bizonyitas | o= jw) @ = 3" eeple) (el @15) (il

1,3k,

o>

Foltessziik, hogy N = dim 6,
Képezziik p-et és diagonalizaljuk azt §;-ben,
Legyen |u;) éppen p; sajatvektorrendszere $1-ben:

O1lusy = pilui),  pi=0, Y pi=1

$1-ben ezt az |u; ) bazist valasztva,
$-- ben pedig egy tetszoleges |f;) bazist, |'V) = Z a;ilui)lf;),
]

a teljes stirliségoperator p = Z a;ay|u; Xur| & |f; Xfi
i.j.k.l

01 =|Try0 = Y (ol = D D agajlunausl |= D pilus)us
[ ik j i

De az |u; ) bazisban p; diagonalis E agay = (01)ik = piOik
J



Tekintsiik ¢; azokat a sajatértékeit, amelyekre p;, > 0, és képezziik a

| . |
Vi) = — E ,%;l]ff) i =1,2...nm
P J

vektorokat, ahol » a pozitiv, tehat nem 0 sajatvektorok szama.

Ezt visszairva |'V)-be

n

Py = Z|u:->2agm> = piludvy O

=1

n

Tovibbi 0 =X =D [pprluiXurl & viXvil

i.k=1

2

02 = Tr, (¥X]) = D pilviXv,
=1




A Schmidt folbontas tulajdonsagai

1. A folbontas minden ['Y>-re mas €s mads, €s ha |'Y> 1dofiiggo,
akkor a dekompozicio 1s 1dofiiggo

2. altalaban nem egyértelmu, mert a p£0 sajatértékek lehetnek

elfajultak, és ekkor a megfeleld [1;) ® Vi) sajdtvektorok maés
linearis kombinacioi 1s szerepelhetnek a folbontasban.

A jol ismert példa a szinglet Bell allapot, amelyet eleve egy
Schmidt folbontasban adunk meg. Két feles spin esetén

Py = —L (2,40 5, — B B )y) = () )y — 7)1 4),)

J2 J2

ahol n tetszoleges iranyu egységvektor



3. A Schmidt folbontas nem terjesztheto ki egyszeriien kettonél
tobbrészu rendszerre, tehat pl. harom részrendszer esetén
az allapot nem irhato

D Aklui)|vi)wi)|  alakba
k

4. Az |ur) és |vik) vektorok olyan fizikai mennyiségeket
definidlnak a két Hilbert térben, 4. €s B, amelyek mérése
szigoru korrelaciot mutat a két térben a ['P'> allapoton
végrehajtott méréskor:

Au =Y arluc)ur] By =) Brlvi)vil

soktele 1lyen mennyisegpar lehet a;, [ kiillonbozo lehetseges valasztasaval.

Ha 4 mérésekor az egyik rendszeren o az eredmény, akkor a B mérésekor a
masikon biztosan f;-t kapunk. Ennek valosziniiseége p



Torténelem

Matrixok szingularis ertek felbontasa: Beltrami, Jordan, Sylvester

Erhard Schmidt 1907-ben Z* beli hermitikus integraloperatorok magfiigg
venyeire vonatkozo tetel alapjan: W(x,y) = Z P o) we().
k

A p, diagonalizalhatosagara vonatkozo tétel (Trp; = 1 miatt) az L*-ben
ugyanugy szigoruan €rvenyes, mint veges dimezios terekben. A pi-k valodi
diszkrét sajatertekek, €s minden p; # 0 multiplicitasa veges, mert Z pr = 1.

A Schmudt tetel fontossaga a kvantummechanika szempontjabol: Neumann
Janos konyvenek (1932) VI/2 fejezeteben, az dsszetett rendszerek
targyalasanal, a Schnudt tetelt 1s bemutatja az eredeti ‘W(x, y) -ra vonatkozo
valtozatban. Megallapitja, hogy ha egy dsszefonodott allapotban Schmidt
bazisban meriink a ket részrendszeren, akkor az eredmények korrelaltak, azaz
az Osszefonodottsag fizikai tartalmat is megfogalmazta.



A kétrészu 0sszefonddas mértékei

A két részrendszer annal inkabb 6sszefonodott
(1) minél tobb p k;éO,
(1) az egyes szorzatok megjelenésének valoszinusége minél inkabb egyforma

Neumann entrépia S= —Z p k lOg P k

Bazistol fuggetlendl:
§=-Tr(p,logo,)=— Tr(g,logo,)

Schmidt szam: x_ 1 B 1 _ 1

> pF @D Tu@3)

Linearis entropia (masodrendi Rényi entropia):

32:1—TI'(@%):1—

1
K




Példak a kvantumoptikabol

1. TELEPORTACIO

C. H. Bennett, G. Brassard, C. Crépeau, R. Jozsa, A. Peres, W. K. Wootters, 1993
A. Zeilinger 1997

Classical Infomation

(2bits)
f eleported
State
/ A|IC\

(BSM) | B"b )

1

Input State

EPR source



1. TELEPORTACIO
<) =10y 1) =|1)

1/ J2 -t elhagyjuk:

(Wiot) = W) @ | W )og =

= ([0 +5[11) @ (|0)2[1)s = [1)2[0)s) gy gy,

U+ = |0)

Wiot) = | )12(a|1)3 — B|0)3) + | @7 )12(x|1)3 + B|0)3)—
—[®T)12(a|0)3 — B]1)3) — [¥7)12(|0)3 + 5]1)3)

Az (1) fotont egy polarizator valamilyen polarizacios allapotba hozza,
amely ezutan A-hoz kertil.
A-hoz jut a (2-3) Osszefonodott fotonpar egyik (2) tagja 1s, a par masik (3) tagja B-hez
A megméri (1) €s (2) egyiittes allapotat, 4 lehetséges ortogonalis allapotot kaphat
Az eredményt kozli B-vel
B a kapott informacionak megfeleld unitér transzformaciot hajt végre a (3) foton
allapotan, igy a (3) foton azonos allapotba keriil az (1) foton eredeti allapotaval.



Unitary
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2. SURU KODOLAS Bennett, Wiesner 1992, Zeilinger 1996

Alice és Bob osztoznak egy dsszefonddott allapotban 1évé par két tagjan

@7 )12 = [0)1]0)2 + [1)1]1)2

Alice a kOvetkez6 négy muivelet egyikét hajtja végre a hozza jutott (1) részecskén

I(|0)|0) + [1)|1)) = [27T)

02(|0)[0) + [1)[1)) = [1)|0) +[0}|1) = [¥™)

0-(10)|0) +11)[1)) = |0)|0) — [1)[1) = [@7)
(oy) 020:(]0)[0) +[1)[1)) = |1)]0) — [0)[1) = [¥™)

majd tovabbkiildi a sajat részecskejet azaz egy qubitet Bobnak, akihez
4 lehetseges ortogonalis allapot, tehat ker (qu)bit info jut.



3. KETMODUSU PRESELT VAKUUM ALLAPOT

Nemlinearis kristalyra eros, (klasszikusnak tekitheto) 2¢
frekvenciaju l1ézertényt bocsatunk.
Parametrikus folyamat soran két uj modus gerjesztodik:

01+ = 20)

Egyszerisitett modell:

H =ihA(cTa\a, —cajas) - H = ihA(E*aa, — Eajay)

¢ ] - — AT = n = rei@
W) = exp(n*aiaz —najaz)0); ® |0),




vl L exp[-atate® tanh#]j0),[0), =
C—OShI L7

Schmidt felbontott alak

- Z(tanh:)” "ln), @ |n),

COShI
21 = Tay 2o
2 = oo Z(ta“h”)zﬂ e

Mindkét alrendszer kildn kildn termikus, maximalisan kevert allapotban van

B ™ _ 2 — cinhZ,. — 1
exp(—hw/kT) = tanh“r, (n) = sinh“r xp(holkT) — 1




Az eredeti EPR paradoxon (X és P -vel) analogonja a kétmddusu préselt
vakuummal:

IPEPR = 5(.1‘1 — X2 —L)ﬁ(pl +p3)

Ha X et mérem ¢€s x; et kapok, akkor x> = x; — L,
Ha viszont P,-et mérem €s p-et kapok, akkor p, = —p;

M. Reid, P. Drummond, 1988
Ou, Pereira, Kimble kisérlet, 1992

gy = — L oxol atate® tanhr
'Y12) cosh 7 pl-aia; ]

05110,

(b) M3 KTP M, o
A2
A ket modusban a kvadratura operatorok: i AP
Xl = (CI] + L]‘I)ﬁ’ Pl = I(GI - al)ﬁ(= Yl) """"""""" -_(_{ ----- _,
: ) + , . o : : S l:o !
XZ = (CIE + Hj)_.-"'ﬁ, PZ = I(gz _ gl)ﬁ(= }2) 1 4L 4 2

.....................................

A |'1PY) allapotban X7 mérési eredménye ugyanannyi mint X’ -¢,

P1 €s P> meresi eredménye €ppen ellentetes egymassal. ¥(©.0)) (2, 6,)

(2, 6,,8,)



4. ATOM ES MEZO OSSZEFONODASA, A JAYNES-CUMMINGS MODELL

Egyetlen ,keétallapotu” atom és egyetlen mez46-modus kdlcsonhatasa
Egzaktul megoldhat6 kvantumelektrodinamikai feladat

Kiserleti megvaldsitas a mikromeézer:

D. Meschede, H. Walther, Rempe 1985-90

S. Haroche J.M. Raimond
H.J. Kimble

H = hwoos/2 + hoa™a + hy(a*o- +ac )

Kezddballapot nem 6sszefonddott:

e) -
hore lllf(m>=(a|g>+b|~e>)®g0 &alm),

‘ g) atom mezo




)

|¥(0))=(alg)+ble))® X, c,ln), M

n=0

W (1))=2, (a,(t)|g)®|n)+b,(1)|e)®|n)).
n=1\) '

Egzakt megoldas !

a,(t) = ac,cos(yJnt) —ibc, 1 sin(y Jnt)

bu(t) = beycos(yyn + 1t) —iacy sin(yyn+1t)

) ( S |on () Zﬂan(t)b:(t)) 1 (1+33(t) 51 @32)

AT @0() alan®F ) T2 \si+isz 1-sa()

Sajatvektorok €s a mez6 Schmidt allapotai dltalaban:
S. Phoenix, P. Knight PRA 44, 6023 (1991)



Specialis esetek:

'F(0)) = 12)I0) — [F(®)) = 12)[0)

W) = ) Y, culn) — D, (encos(y S+ 11je) ® ) — i1 sin(y Jinlg) @ m) |

W(0)) = |e)|0) — [¥(1)) = cos(yn)|e)|0) — isin(yr)lg)|1) |

Osszefonddott, de a Schmidt bazis egyszerti. Az atomi 4llapotok valésziniisége:

Py(t) = sin®(yf) = +(1 —cosQot), Pe(t) = cos*(yt) = (1 +cosQyot)

vakuum Rabi1 oszcillacio €20 =2y az un. vakuum Rabi frekvencia

F(0)) = |e) Z caln) = |Pet) = D Jesl? cosP(yyfn+ 11)

Glauber koherens |a) : |c,|* = e 1 =|a|?




M. Brune, J.M. Raimond, S. Haroche, 1996

t kolcsonhatési 1d0 az atom
sebességébol. A kisérletekben:

140m/s< v <600m/s Av=2 m/s

Crirkularis Rydberg atomok Rb: 7, = 51, ([, = 50 < n, = 50, [, = 49
wo/2m = ®w/2n = 51GHz, Q. =7 x107, 7. = 220us

Ma mar az Uregélettartam 7. = 0.1 —0.5s , Qo/27T= )//7Z'=50kHz << V2T



2 —7 FTIH

Poisson, (Glauber)

PE‘(I) = ZH|C‘H|2COSZ(}'1H’E + 1 E) ‘C‘H‘d = é&

n!

1.0 — : — : 1.0

) (A N ]
d ! | ot
0.5F 1 0.5 =

- F 1‘
0.F 1 0.
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A frekvenciak aranya J/»+1 bizonyitja a mez6 diszkrét szerkezetét, vannak fotonok!



Kollapszus és féléledés n=15

1.0+ 1.0
P(t)] (a) PJt)
0.8 0.8 1}
0.6 0.6
“H 0.4

- fl)
0.2- 0.2 1
0.0 . . - . - 0.0 . | . T T

0 10 20 Q12730 0 9 4 6 O1/2r

Eberly et al. 1980
Rempe, Meschede, Klein, Walther 1985-87

Ha 7 > 1 klasszikus Rabi oszcillaciok |. Rabi 1937 (MRI)

P.(1) = cos?(yJyn+11) y = % —dgy g - B{E@L
0

h




Két atom O0sszefonddasa az Ureg kozvetitesevel

a) az elso atom |e), allapotban I€p be €s y7 = m/4 Qof = 7/2 :

€),10) — (le},[0) — ilg),11)VVZ |

b) az ¢lso atom elhagyja az lireget, majd egy masodik atom Iép be a |g),

allapotban ugy, hogy erre vt = /2 Qof = 1 :

2),(1e),10) — i) [1DYY2 — le)[2),]0) —[g)yle),0)/ V2 =

_ (e)ylg); —1g)iled,)
J2

0)

A ket atom sosem talalkozik, megis 6sszefonodnak,
az lreg vakuumallapotban marad.

S. Haroche, .M Raimond: Exploring the quantum, Oxford, 2006



Azonos (megkulonboztethetetlen) részecskek

Két fermion vagy két bozon:

'P(1,2)) = M), ® 1), 1)1 @ 19),)

Latszdlag eleve 6sszefonddott az allapot, a Schmidt rang 2,
Valojaban nem az

G.C. Ghirardi, L. Marinatto: arXiv:quant-ph/0401065v2, PRA 2004

A két részrendszer nem 0sszefonodott, ha mindkét részrendszer

jol meghatarozott allapotban van, CSCO adja meg mindkét alrendszer
allapotat.

Akkor és csak akkor nem 6sszefonodott, ha nem 6sszefonddott allapotok
szimmetrizaltjaként vagy antiszimmetrizaltjaként all el6.

Nincs-e ellentmondas a Bohm féle Bell szinglet allapot 6sszefonddottsagaval?
Nem mert valéjaban ennek alakja:

|1P> - (|Z T>1 ® ‘Z l>_ - ‘Z l>1 ® |Z T>3)(|Fi>1|}t5>3 T |};>1‘fﬁ>_)ﬁ

(rir;) = 64 Nem szorzatallapot antiszimmetrizaltja



Osszefonddas kialakulasa iitkozésben

Kovacs Judit, Czirjak Attila

P3 P3
Két részecske: Hypy = m + o + V(X1 - X3) ‘
kezddallapot lP(.?Cl,.?fg,f — 0) — WI(RAI)WE(R‘Z) ‘
, , , , . X1TX2 A -
A kéttestprobléma szeparalhato az . X0 — 5. X = X1 — X2.

e

koordinatakban, de nem x; ben €s x, ben

His
wi(x)wa(x2) — Y(xy,x2,1)

A két részecske allapota dsszefonodotta valik. Az egyes részecskeket
csak redukalt surusegmatrixukkal irhatjuk le, aminek a segitsegevel
Osszfonodasi mérteket lehet bevezetni.



Kblcsonhatas és kezdoallapot

P3 P2 . Utkozési energia ~50 eV, kezdeti tavolsdg ~10 nm,
Hy = > + 2‘ + Voo(X1 —X3) v o 10-17
m " itkozés és 0sszefonddas idotartama ~ S

|a19 %>1|a29 — >2 )
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Osszefonodas
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N qubites tiszta allapotok Osszefonodottsaga

D. Meyer, N. Wallach: J. Math. Phys, 43, 4273 (2002)

N qubit : |l//> S sz
Kifejtiika <]0),[1)}®"  bazisban és folbontjuk minden n=1,2...N - re

w) = [0), ® [u") +[1), ® [v")

AN-1

Itt ‘u és nem normalt altalaban

Ezek ,,vektori szorzatanak” hossznégyzete

D(|u Z|u” )17 u”v”

I*(J

4] 4]

u?, vi az |u")es |v") kifejtesi egytitthato1 a standard bazisban

N
Osszefonodasi mértek: | O(|y)) = % 3 D(ju . )
’ n=1




Q tulajdonsagai:

e Invarians lokalis unitér transzformaciokkal szemben
* Q=0, akkor és csak akkor, ha |y) szorzatéllapot
*Q=1 Bell allapotokra €s a GHZ tipusu allapotokra

N
A fontiek szerintegy |v) € C~  allapot akkor és csak akkor

nem 0sszefonddott, ha a

y) =10), ® [u") +[1), ® v")

félbontasban [v") = a,|u"), a, € C  minden n-re



Koherens allapotok és globalis 6sszefonddas N részi rendszerben
QUBITEK

Az N qubites rendszer szimmetrikus altere: S

A vektorok, amelyek {|O>, |1 >} N beli kifejtésében az 1-k szama rogzitett : V,
és ennek megfeleloen a 0-k szdma N,=N-N, 1s rogzitett.

N _ N . L ’ :
( N, ) — ( N, ) dimenzi0s alteret feszitenek ki.

_ N1 —=No

3 sajatértékéhez tartoznak

N
A J. = %Z(|1><1|—|0><0|)n operator | M

n=1

A kiilonboz0 alterek szama N+ /
Minden altérben van pontosan egy vektor, amelyik szimmetrikus a

qubitek minden permutacigjara nézve, ezek a szimmetrikus allapotok .
Az 0sszes szimmetrikus allapot egy N+ / dimenzids alteret alkot: S



Dicke (1954) féle szimmetrikus allapotok

1,1,1,...1) M = N/2,
(10,1,...1) +1,0,...1) +...]1,1,...0))/VN M=N/2-1
(10,0,1...1) +10,1,0...1) +...|1,1,...0,0))/y/N(N —1)/2 M = N/2 —2

0,0,0,...0) M= —N/2

Sugarzasi tulajdonsagaik:
M.B., E.D. Trifonov: in Landolt Bérnstein, Laser Physics and Applications
VIII/A A/2. (Springer, 2006)

‘ﬂdf — _N:“f2> — |O= 0,..., > — |Er > nem Osszefonddottak, a tobbi Dicke
\ﬂ/f = f\i’?) = |1, 1, .. l> | > allapot igen



Tovabbi nemdsszefonddott allapotok S-ben

N
0 > Forgassuk el ezeket az allapotokat

M = -N/2) =10,0,...,0) = |
M = N2y =|1,1,...,1) = |¥ S-en beliil

Jz = 5 2D [0XOD) 0 e = D(1XO0D J- = D2(I0X1Da

= (42 Jy = —JRi

u 3-dimenzi0s egységvektor u <|r,) € S

J )ty = Jyuy +Jyu, +Ju; N|ru)

‘TH> _ e—fﬂ(ia;sintp—%-f:mfp)‘{) — RQ(PLM — _]W2>_ ‘




‘Tu> :spin SU(2) koherens allapotok:

Gilmore 1972, Perelomov

\ N N 7 N2

M=—N72 -7 T (1+|z]%)

1 .
= I (J0%+ 7|1) ) _ -
Z 1+|T| j_ (1+[f j_ T = tan(06/2)e™"?

A szimmetrikus altérben pontosan a koherens
allapotok a nemdosszetonodott allapotok

S, minden allapota dsszefonddott

P. Domotor, BM, Phys. Lett. A 372 (2008) 3792



Schrodinger macska allapotok:

M. B., A Czirjak:, PRA 60, 4034 (1999)
P. Féldi, A. Czirjgk, M.B. PRA 63, 33807 (2001)



Altalanositas quKit-ekre
QuKit: K (véges) dimenziés rendszer, O.N. bazis: {|k)} = (|/1),]2),...|K))
Léptets operatorok: El; = Eij = [i)(j| & >

[Ey;. E] = |i)(i|—[4)(j| =: H;; diagonalis a valasztott bazisban

Qukitek N-szeres tenzori szorzatanak elemei:

’i

[40) = Z c(kiks ... kx)|ky)

ki.ko_ . kny=1

JEEQI:J Caa ;ax:a
Szimmetrikus altér: S

K
Koherens allapotok: [n) :=U(n)|1,1---1) = exp (Z nEn 1 — n;};:}“l) 1,1---1)

n=2

Az S altérben ezek és csak ezek nemosszefonddottak

S, minden allapota 6sszefonddott

Domotor Piroska, BM, Phys. Lett. A (2008), Eur Phys. J D, (2009)



