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A hattérrol:

e Nincs olyan végleges elmélet, amit a gravitacié kvantumelméletének nevezhetnénk —

Mondhatoé-e barmi a gravitacié kvantumos jelenségekre gyakorolt hatasarol?

Olyan, mint amikor a kiilsé elektromagneses teret klasszikusan kezeljiikk az atomi ger-
jesztések vizsgalata soran. — QED utédni idoszakban is hasonld eredmények érvényesek
az atomok sugarzasa és fényelnyelése kapcsan.

Fél-klasszikus elmélet, amelyben a gravitaciot klasszikus mezoként kezeljiik, mig az
anyagmezOk kvantumos viselkedését ezen — az egyszer, s mindenkorra adott — fix hét-
téren vizsgaljuk.

— Az anyagmezOket mindeniitt linearisnak, azaz onkolcsonhatastol mentesnek tekint-
jik. — Most csak a gravitacio hatasara koncentralunk.

A hetvenes évek elején felismerték a feketelyukak dinamikajara vonatkozé klasszikus
torvények és a termodinamika f6 tételeinek meglepd hasonldsagat. A megfeleltetés
lényegesen megalapozottabba valt Hawking 1973-as felfedezése utan. Hawking ered-
ménye azt mutatta, hogy a klasszikus értelemben zérus homérsékletli (mindent elnyeld)
feketelyuk a fél-klasszikus elméletben részecskéket kelt, és a kialakuld termikus allapot
hémérséklete éppen — az analogiaknak teljesen megfelel6 médon — a hémérséklet szerepét
jatszo “feliileti gravitacid’-val aranyos.
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(AZ eredeti) Tervek és célok: A részecskekeltési folyamat pontos lefrdséra alka-
Contents Imas elmélet alapjainak bemutatdsa, valamint a Hawking-féle eredmény (valamint az Unruh-
effektus) minél pontosabb megfogalmazasa.
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Globélisan hiperbolikus téridok

Konstruktiv kvantalas gorbiilt hattéren (Irving Segal és masok 60’-as évek vége)

Kvantumtérelmélet stacionarius téridokon

Unitér (in)ekvivalencia

Unruh-effektus sik és gorbiilt téridokon

Hawking-sugarzas (részecskekeltés feketelyuk téridék altal)

M Az algebrai leiras: Vecsernyés Péter beszél majd az algebrai meg(ét)fogalmazasrol.
g
(Haag és Kastler, valamint mésok 60’-as évek kozepe)
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Térido:

Téridon egy olyan (M, g.,) part értiink, ahol M 0Osszefiiggd, négydimenziés, Hausdorff,
parakompakt, irdnyithato C°° differencidlhaté sokasag, g., pedig egy Lorentz-szignaturaju
metrika M-en. A téridordl feltessziik, hogy idéiranyithatd, és egy idéiranyitast ki is valasz-
tottunk rajta.

e A kozmologiai allandoval bévitett Einstein-egyenlet:

Rap — % Yab R+ A Gab = 81Ty

anyagmezokre vonatkozd

La=La (9 %@y . Veb@) s Yy s Vel T.) -

Lagrange-fiiggvénybdl szarmaztatott Euler-Lagrange-egyenletek:

0T | ezu _ g [ 024 }:0
oY)y . Ohiiy.. ¢ | o[Vt

e A tovabbiakban a geometria fix és csak a szabad skalarmezo evoliciéjat is leird

9OV Vb + AN y1p + By + C =0 (1)

tipusu linedaris hullamegyenletekkel foglalkozunk.
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Globalisan hiperbolikus téridok:

e Valamely X C M hiperfeliiletet “akronalis”nak neveziink, ha Ap,q € ¥ : p és q 6sszekot-

het egy mindeniitt jov6-, vagy multiranyt idészer(i gorbével. (Megj.: Az ilyen feliiletek
lokalisan térszertiek, vagy fényszertiek.)

Legyen ¥ C M akronalis hiperfeliilet. Ekkor a ¥-hoz tartozo “fliggoségi tartomany”’-
on M azon, D[M]-val jelolt részhalmazat értjiik, amelyre

DX :={pe M| Vp-re illeszked6, mult-, illetve jovoiranyban egyarant
kiterjeszthetetlen kauzalis gorbe valahol metszi -t }

Az (M, g4p) téridot “globalisan hiperbolikus”nak nevezziik, ha taldlhat6 hozza olyan
Y, C M zart akrondlis hiperfeliilet, amelyre M = D[X]. Ekkor Y-t az (M, g,p) térido
Cauchy-feliiletének nevezziik.

R. Geroch (1970), Dickmann (1988): Legyen (M, g,) globalisan hiperbolikus valamely
¥ C M hiperfeliiletre vonatkozdéan. Ekkor M topoldgiailag szorzat, azaz M = R x X,
tovabba megadhaté M-en olyan sehol el nem tiin6 gradiensii (V,t # 0) t : M — R sima
(C*>) globalis id6fiiggvény, amelyhez tartozé t =dllandd szintfeliiletek mind Cauchy-
feliiletei az (M, gqp) téridonek.

Miért érdekesek a globalisan hiperbolikus téridok? Mert a
9V Vi) + A*Vath + By + C =0

tipusu egyenletekre vonatkozé Cauchy-probléma jél kezelheto.



Idofejlodés:
Home Page

e Az 0Osszes lehetséges megfigyelo altal regisztralt valtozast szeretnénk megjeleniteni.

| TeePsme | — Legyen t* € TM : t*°V,t = 1 kiilonben tetsz6leges evolticiés vektormez6 M-en.
Ekkor a t : M — R globalis id6fiiggvénnyel vannak paraméterezve t* integralgérbéi.
Contonts — Bontsuk fel %t a t=dllandd ¥;-szint(Cauchy)feliiletekre meréleges, n®, és azzal

parhuzamos, N% komponensekre.

“« | » #0 — Npo 4 No
N — ‘laps’, N* — ‘shift’ és példaul
|

9ab = hab — 7z (ta — Na) (tp — No) P = L =1"V,d = N (n?V,) + Ly®
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e A @ valés Klein—-Gordon-mezére vonatkozo hatast — a korrespondencia elv alapjan — az
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Full Screen

G alakban frhatjuk fel Nvh = /9, amibdl adddik, hogy a ¢ = @[y, konfiguracids véltozéhoz

a Y feliilleten kanonikusan konjugalt © impulzusstirtiség

) j;r {fzt [(n"Va ©)? — ht (V@) (V@) — m?¢?] N\/ﬁdl‘g‘} dt

Quit T = % = (nV,®) Vh




__Home Page_| A Cauchy-probléma joél kezelhetd:

—— e Legyen (M, g,,) globélisan hiperbolikus térid6, ¥ C M pedig egy C*° térszeri Cauchy-
feliilet. Legyen, tovabbd a [¢, ¢] kompakt tartéju CS°(X) fiiggvénypar ¥-n. Ekkor:

o — Az (1) egyenletnek létezik olyan M egészén értelmezett olyan ® megoldésa, amelyre

Dn=¢ & (nIV,d)|x =9,

e »

ahol n® a ¥ feliilet jovoiranyu egységnormalisat jeldli.

yﬂ — Bédrmely S C ¥ zart részhalmaz esetén ®-nek a D[S] halmazra vett megszoritdsa
csak a [¢, ¢] kompakt tartoju fiiggvényparos S-re vett megszoritasatol fiigg, azaz a

megoldas kauzalis.
Page 7 of 39

— A [¢, ¢] — ® hozzéarendelés folytonos a kezdéértékek és megolddsok terén alkalmasan
valasztott Sobolev-térbeli norméakra nézve.
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HomelPage e Konfigurdciés tér: | Q :={o(Z)|¢: X9 > R (€ C*(X0)}

Title Page e Impulzus fazistér: | M = {[¢, 7] | ¢, 7 : Lo = R (€ CF(Xo)}
s e Megolddstér: (VeV.® — m?® = 0 [esetleg “+aR”| egyenlet megoldédsainak tere)

“«l»] & = {2]0ls =6 & (VD)5 = 6 (= %)}

< 3 \ e Az alaptereink kivalasztasa soran a X-an értelmezett C3°(X) kompakt tartéju sima fiigg-
vényeket vélasztottuk, mert a Minkowski-térid6vel ellentétben (Schwartz-fiiggvények)
altalaban nem lehet az Gsszes lehetséges aszimptotikus viselkedést (feltéve, hogy van
Page § of 39 aszimptotika) figyelembe venni a fiiggvényterek kivalasztdasaban.

e Megfelel6 Cauchy-kompaktifikacio alkalmazasa esetén nem lényeges a C3°(%) fiiggvények
Go Back alkalmazasdbdl adodd megszoritasa. Fontos! A kés6bbiekben alkalmazott integralkife-
jezések értelmezhetosége.
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A linearis dinamikai rendszerek esetén a (90,Q) és (S,Q) parosok szimplektikus vektortér
jellege alapveto szerepet jatszik ezen rendszerek kvantumelméletének megalkotasa soran.

e Szimplektikus sokasag: = (9, Q,H), ahol Q : T9N x TN — R

Qo r (61,71, B2, 72]) = [y [F1d2 — 7261 ] da®

— A [¢, 7] péros elemei is So-on értelmezett kompakt tartéju fiiggvények, mivel Ot
pontjait is ilyen parosokbdl épitjiik fel, V rogzitett [p, 7] € 9 esetén 3 egy ter-
mészetes megfeleltetés Ti, 1IN és M pontjai kozott --- emiatt M szimplektikus
vektortér szerkezetet nyer.

e Szimplektikus vektortér: | (90, Q2), ahol Q: M x M — R

e Mik legyenek az & klasszikus megfigyelhetoink??? Példaul az
Qlg1,ml, ) M =R = o1, [¢,7]) =[5 [mo — 7] da?

reldcidval értelmezett valos fliiggvények az impulzus fazistéren.

e Specidlisan | Q([0, f1(Z fz fig |, illetve (a feltételeink miatt kizért) extrém spe-

cializacié mellett | Q([0,0(Z — Z1)],.) = o(71)




o—— A Poisson-zardjelek:

— e (L}:0x0>0
Contents {f7g} — _ (th on |:$f5_g _ 5_235_f:| d ,

ﬂﬂ ahol hy az f: 9 — R fiiggvényhez tartoz6 hy = [— ——] Hamiltoni-vektormezot jeloli.
< > o Az Q([¢1,m1],.) : M — R vdlasztds mellett | hog, r,) = [=61, —m1] | és igy
& {Q([(bla 7T1]7 ')7 Q([¢27 7T2]a >} = _Q<[¢1? 71—1]7 [¢2> 7T2])
Go Back — Specidlisan, amikor [¢p1 = 0,71 = f1(Z)] és [p2 = — fa(Z), m2 = 0]

Full Screen {Q([¢1,W1]a ) ([(b2,7r2 {fz f10, fz: f27r} :on fif2

Close — Az fi = 6(x — x) extrém specializaltsag mellett

Quit {p(z1), m(22)} = 6(71 — 72)




Home Page

Title Page Az (6,()) paros szimplektikus vektortér jellege:

s e Szimplektikus vektortér: | (901, Q2), ahol Q@ : M x M — R
e Mivel globalisan hiperbolikus téridékben a kezdoértékprobléma jol kezelheto, az 9
«“ » o fazistér pontjait kélesonodsen egyértelmit médon meg tudjuk feleltetni az G megoldastér
pontjainak.
< > e Ertelmezhets a megoldésok S(t) := Q(Pq, P2) szimplektikus szorzata is
Poge 11 or 50 S(t) = [g, Im(t)g2(t) — ma(t)or(t)] da® =[5 [(n*Vad1)(t)2(t) — (n*Vag2) ()¢1(1)] Vhda®,
— mely — feltéve, hogy a téregyenletek teljesiilnek — allandé, azaz S = S( f).

e Az G megoldastér is szimplektikus vektortérré valik

Full Screen

(6,9Q),ahol : 6 x G =R

e Sokszor felvaltva hivatkozunk majd (91, 2) és (G, 2) szimplektikus vektortér jellegére.
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A kvantalas:

Home Page

A Kklasszikus elmélet: A kvantumelmélet:
Allapotok:
& 2N impulzus fazistér pontjai Valamely .# Hilbert-tér pontjai
Megfigyelhet6 mennyiségek:
— O :={f:IM—=R (C>)} fiiggvények 6nadjungélt linedris operdtorok .7-en
O ={f:%—F}
Dinamika: N
« | » Kanonikus transzforméciok egy egyparaméteres A H Hamilton-operator altal generélt,
44‘ csaladja 9M-en, amelyet a rendszert jellemzo Z-en hat6 egyparaméteres unitér transz-
kitiintetett H : 91 — R Hamilton-fiiggvény formaciok jelenitik meg.

< - altal meghatdrozott h® = Q®V,H

Hamiltoni-vektormez6 jelenit meg.

Poge 13 or 50 Leegyszertisitve: Valamely klasszikus dinamikai rendszert kvantalni annyit tesz mint megadni
az .7 Hilbert-teret és egy ~ : & — € megfeleltetést. A “hogyan?’ a kvantalds alapprobléméja.

Bk e Chernoff (1981), Gotay (1980): Ha valamely véges dimenziés dinamikai rendszer ese-
tén a szokasos hely és impulzus operatorokat hasznaljuk, akkor ez a megfeleltetés nem
terjesztheto ki az 0sszes megfigyelheté mennyiségre.

M e A klasszikus megfigyelhetok Poisson-algebrdjabdl kivalasztunk egy “elegendden gazdag”
részalgebrat, mig a megfelel6 kvantum-megfigyelhetéink kommutatoraira kirojuk a
Close

Quit

—_—

1.9 = i{f.q}

reldcidkat (h = 1).



A kinematikai keret:

Home Page o A szimmetrikus Fock-tér

F = Ty )= 02 (P H)=C®HD (KR H)D ...
Title Page

Contents V= (1/}7 wa7¢ala27 ° 00 7¢a1,..an7 ° o ) € ﬁs(%) 5 ha ¢a1...an = w((h...an) Vn-re

e Legyen @ € 2, jelolje Y* a y®-nek megfelelé .7 komplex konjugdlt térbeli elemet.

44 42
]
Page 13 of 39

o A Y € S &ltal meghatérozott a(x) : Fs(H) — Fo(I€) eltiintets operator hatésa:

a(%)qj = (X6w67 \/5 : Yeweal? 020 0) \/ﬁ : Xewea}“an? OO )

e A x® € J altal meghatarozott a*(y) : #s(H) — Fs(H) kelté operator hatasa:

Go Back a+(X)\Ij _ (O7 Xa¢7 \/§ . X((ll,(paz)7 e \/ﬁ ° X(a1¢a2...an)’ . )
—‘F"” Sereen o Jelolje F, C F4(H°) azt a mindeniitt siri alterét .F(¢)-nak, amelynek elemei

olyanok, hogy csak véges sok komponensiik nem tlinik el azonosan. Ekkor

Close
Quit

ax) : ¥ — %, adjungaltja a’(x): %o — Fo |,

a(x).a(®]=0 | & | [a(x).a"(n)] = (xen)!
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A Weyl-relaciok:

e Ismert, hogy a nem korlatos énadjungalt operatorok kompozicidja és igy kommutatora
nem sziikségképpen jél definidlt — mivel esetleg mindketten csak egy-egy, mindeniitt
strli linedris altéren értelmezettek — ezért az {Q(¢,.) |y € &} klasszikus megfigyelhetok
helyett a nekik megfelel6 exponencializalt kifejezéseket érdemes hasznalni.

e Legyen | W(v) :=exp[iQ(¢,.)] | és keressiik azt a

W () = W(y)

megfeleltetési szabdlyt, amelyre nézve W(z/;) unitér, valamint az erés operatortopologiara
nézve folytonosan fiigg 1) megvélasztasatol, azaz barmely ¢ és ¢-hez tarté {yvp} — ¢

sorozat vélasztasa esetén ||W(¢) - W(wk)H — 0, tovabba teljesiilnek a “Weyl-reldciok’

W ()W () = exp (& Q(1, ¥2)) W (31 + ¢2)

W) = W(—)

e Weyl-relaciok kirovésa, a Stone-Neumann-tétel értelmében, véges dimenzids esetben,
unitér ekvivalencia erejéig egyértelmiien meghatarozza a kvantumelméletiinket.
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A KG-mezo kvantumelmélete sik Minkowski-térido felett:

e Olyan irreducibilis abrazoléast keresiink, amelyre

—

(6,{2(2,)}) — (#, {2} A@1,),0(P2,)| = =i @1, D),

(Z, {(@}) elkészitése a megoldastér “+”-frekvencias részére alapozva:

o & 1 X —dwt = I - . c9 t
1°®—d=— O e o(T) 2 2=0" + & : &F = [ et B(w

2° 6t & | (®F,®))kc = —iQ(P], D7)

32 — BSF % 6l definidlt, de () &S+ ¢ GC, hiszen & elemel kompakt tartji
kezd6adatokhoz tartoznak.

(., .)kq pozitiv definit J#-n, @("')Kc = HSH, (D,P)gag=0Y e H, e Hre.

4° A K : 6 — H, amelyre K& := &1 kolecsonosen egyértelmii beleképezés gy, hogy
K[G] C 4 mindeniitt stri s7-ban.

5° (F {®,)}) : | F =F(H) = fL(8F )

6° | QP,.):=ia(K®) —ia"(K®) | vagy | Qu(®,.) = ia(K®;) — iat (Kd)

d; D “t’-vel vett idGeltoltja, azaz ®: kezdbadatai a “t” id6pillanatban ugyanazok, mint a ® megoldasé a “t = 0”

id6pillanatban.
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A KG-mez6 kvantumelmélete gorbiilt térido felett

A klasszikus megfigyelhetéink Poisson-algebrajanak egy

(6,{(®,.)}) = (F, {2, )}

_—

Q@1,.), UPa, )| = — i Q®q, Do)l

irreducibilis dbrazolast keresiink egy | p©: & x G — R | valds belsoszorzatra alapozva.

1° Legyen | p : pu(®1,®1) =

[Q(P1,P2)]

4 SUP®,£0 ~1(3,,8,)

VP eSS  (*)

2° G, = c"

3° 3 komplex struktira & -en. | j: 6, = G,

linedris leképezés : j©™=—j & j2=-—

— (%) = | [Q(P1, ©2)]* < 4[| P1]l [| P2l

,azaz ) : 6 x G — R korlatos a p-hoz tartozé

normara nézve. = kiterjesztheté §,-re és ott Q : &, x &, — R korlatos linearis

leképezés.

Q. @

2):6M_>R(EGZ

) | korldtos linedris leképezés.




— Riesz-lemmaja értelmében Q(., ®3)-hoz, és igy magahoz P2-hoz is, egyértelmiien 3

Home Page jq)Q € 6,& ﬁgy, hOgy

Title Page
% — Mivel p, ) bilinearisak a j®o € &, leképezés linearis, V @1, P2 € G,

G| (D1, ®2) = 20(P1,j®3)  (*¥)

Q( .,(I)Q) = 2”( : ,jq)g).

“« | »
- j+ = = J Q antiszimmetrikus, p szimmetrikus
SR [ 20(P1,jP2) = —2u( P2, jO1) = —2u(jP1, P2)

P irer® | — | P=-1 | =ii=ts i =2l nom )
i 2
_ Gosk | @) _ U 9]

JP|[, = sup = sup
3l o0 MPLP) @y (P, D)
Full Screen

Close

= (121,

e J komplex struktira & -en. | j: S, — S, linedris leképezés : j©=—j & j*=—I

e Forditva: Ha adott egy j : & — & komplex struktura | G-en(!) | gy, hogy —Q(®1, jP2)

N egy pozitiv definit belsészorzast hatdroz meg G-en, akkor a (**) reldciéval definidlt
p: S x S — R belsészorzat eleget tesz az (*) kovetelménynek. Kevesebben vannak!
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3 komplex struktira & -en. | j: &, — &, linedris leképezés : j©™=—j & j?=—I

1,92 : & x & — R természetes médon kiterjeszthet6k GG-re és igy &S komplex Hilbert-
térré valik a p : 62 X 62 — C bels6szorzatra nézve.

Jaz ij: 62 — 62 onadjungalt operator & spektral tétel

SS=H oA : H azij: 6S — &S operdtor “ +17 sajatértékhez tartozo altere

() p pozitiv definit S#-n, u(®,®) =0V ® € S, o € S -re.

3 kolesonosen egyértelmi K : G — € leképezés : K[S] C S mindeniitt stri 7 -ban.

(ZAQ@,)}) : | F=F(H) =020 H)=FC o H & (H @, ) ...

— —

Q(®,.) = ia(K®) — iat (K®) | vagy | Qu(®,.) = ia(KPd;) — iat (K®;)

—

Az Qu(®,.) operdtorok ismerete ekvivalens magdnak a Heisenberg-operdtornak egy konstans szorzé erejéig vett is-

«d®

meretével, hiszen amennyiben H és H' ugyanazt az idéfejlédést eredményezi, a “% = i[H, U]” Ssszefiiggés és Schur-

lemméja alapjan H =H+al teljesiil, valamely valés a-ra.

Fontos: A kiilonb6z6 p belsészorzatokhoz, kiilonboz6 77, Hilbert-terek tartoznak. Nincs
kitiintetett u belsGszorzat ezért altalaban nincs részecskeinterpretacié sem.
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 boer | Mit dbrazolnak a {)(®,.)} operdtorok?

o Tesztfiiggvények tere: T :=C®(M) |, mig| & +— [p, 7] € M, ahol ¢, 7 € C(X,)

Title Page
e Legyen f €T és jelolje Af, valamint Rf a

Contents Vevegb - m2¢ _ 07

“« KG-egyenletnek az f fiiggvénnyel, mint forrassal vett “avanzsalt” és “retardalt” megolda-
sait, azaz

IR
LN Gy AF=0, M\JT[D]
Rf=0, M\ J"[Dy] "’

Close
o [f := Af — Rf megoldasa a KG-egyenletnek, tovabba Dy N ¥; kompakt — Ef € G,

azaz 3
Quit

)P

T RE=0, (R =0

Af=0, (Af=0

X

E : T — G linearis leképezés, amelyre
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Mit dbrazolnak a {)(®,.)} operdtorok?

e | E:T — G linearis leképezés tulajdonsagai: |Ef:= Af — Rf

(1) E[T|=6,azazV®e€ G 3I feT:Ef=29.
(2) Ef =0+ EIgET:f:(VeVe—mQ)g
B)vVPeS & feT

f(I)f :Q<Ef7q)>

(1) = A klasszikus megfigyelhetéink: {Q(®,.)|® € &} = {QUEf,.)|f € T}

o~ — —_— ~ — ~

(3) = Formalisan O(f) = QE(f), @(t,2) = [f-9t,T)ecl, | = | ®t,D):T— 0

operator értékl disztribucio.
m) nem, de </I;(f) mar j6l definidlt operdtor F, (€ )-n(!), melyre tgy gondolhatunk mint a m) kifejezés f sulyfiigg-

vénnyel vett téridéatlagara.

(2) = ®(f) disztribicionalis értelemben eleget tesz a KG egyenletnek

—

(VeVe — m?) B(g) = B((VEV, —m?) g) = Q(VeV, —m2) g,.) =0
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g e A fundamentdlis megfigyelhetoinkre vonatkozo kommutaciés relaciok 1j alakja
«  » — _
| Q(®1,.), 2@, )| = —i Q@1 B2)1l = [cp(f), CI)(g)] — —iQ(Ef, Eg)l,
] -
o A ®(g) és @(f) operdtorokat, valamint .7, (7¢) Hilbert-tér | 0)-val jelolt vakuumallapotat
e felhasznalva megmutathato:
age 21 o

—_——

(0] ®(f) @(9)|0) = (KEf, KEg) ¢ = p(Ef, Eg) — $QUEf, Eqg)

e Az (1) tulajdonsag igazoldsa: Legyen ® € &, tovabba ....

Go Back

azaz a kvantumelméletiink megalkotasa soran alkalmazott p : & x & — R valés bel-
Full Screen sOszorzat és az Q0 : G x & — R szimplektikus forma direkt médon kapcsolédnak a

—_—

(0] ®(7) (ID/(f\’) |0) kétpont-fiiggvény valds és képzetes részéhez.

Close
Quit
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A KG-mez6 kvantumelmélete gorbiilt térido felett:

—

(6,{(®,.)}) = (F, {2, )}

{Q/(C}g\)} elkészitése egy p: G x & — R valés belsoszorzatra alapozva:

10

20

80

1

Legyen | pu : p(®1,®1) = 7supg,4 %, Vo, € 6

S, = c"

3 komplex struktira &,,-en, azaz

j: 6, — &, linedris leképezés : j+=—j & ;%=1

1,9 : & x & — R természetes médon kiterjeszthets p, Q: 65 x 6§ — C.

J: 62 — 62 & spektral tétel

SS=H oA : H — J:65 — & operdtor “+i” sajétértékhez tartozd altere

J kolesonosen egyértelmli K : & — € leképezés : K[G] C s mindeniitt stiri .77-ban.

(52’{Q(®7J}) : éz::=9%(jfﬁ

=@ (RN =FCOH D (HR: H)D ...

Q(®,.) = ia(K®) — iat(K®)

vagy

—

Qu(®,.) = ia(Kd;) — iat (Kdy)
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A KG-mezo kvantumelmélete stacionarius téridok felett:

e Lattuk, hogy tetszoleges globalisan hiperbolikus téridék esetén felépitheto a KVTE

[Q(P1,P2)]?

1(@s85) 0 VP1 € G belsdszorzat.

konstrukeiénk, ha G-en Jegy p : p(P1, 1) = § supg,4o

Létezik-e ilyen egyaltalan? Amikor a téridé még stacionarius is, akkor biztosan. (M, g,;)
staciondrius, ha létezik egy ¢ mindeniitt id6szerii Killing vektormez$ (KVM) M-en

ugy, hogy

Legab =2V (4&) =0

Ekkor a £%-hoz tartozo egyparaméteres ay : M — M diffeomorfizmusok minden egyes
t = t-ra, izometriatranszformaciok is, azaz

O‘;Egab = Yab

Természetesnek tiinne a klasszikus megolddsok ¢-paraméter szerinti Fourier-
transzformaltjait tekinteni, és a “+” és “—"-frekvencidas részekkel épitkezni.

Ehhez sziikségiink lenne a pontos aszimptotikus viselkedések ismeretére és szeretnénk
akkor is hasznalni a KVTE-ket, amikor nem csengenek le a mezok, vagy nincs is aszimp-
totika, mert pl. kompaktak a Cauchy-feliileteink.



| Home Page | Bernard Kay konstrukciéja (1978):

Title Page
% e Felt.: 3 X, Cauchy-feliilet, 1,620,633 > 0| m >¢e1 | & | —£%, < —eg - n%, > e9e3

z Konstrukcio:
ontents

1° 66— 6C¢

> ] 2° Energia-bels6szorzat GC-n: | (@1, ®2) = [, Typn*€’, | ahol %y := oy[To] &
S
Page 24 of 39

Go Back
4 Al Z:6% = 6C : F(P):=Doaqy |“idbfejlesztd” leképezés linedris & megolddsokat

megoldasokra képez.
Full Screen

— Z(®):=®,hat=0, vagy Zz® =0
Close — (F(®1), Z4(®2) )z, = (@1, D2 )5, = (D1, P2)x,

Top(®1, P2) := (Vo ®@1) (ViyP2) — $gap [0 (V1) (VP2) + m>P 1 ®s]

3° (®1, o) értéke fiiggetlen a t-paraméter értékétsl. «—= o, dy € G & VT, =0

(1) Még nem a KVTE konstrukciénk Hilbert-tere.

- 5° &° = | A = GC
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60

70

80

90

10°

T : SC — &€ korldtos & megdrzi a normat = kiterjeszthetd %—ra, ahol a j% L
JC kiterjesztése unitér operatorok egy egyparaméteres erésen folytonos csalddjat adja.

(Stone) fj—hez 3 olyan W — A onadjungalt operator, j?; infinitezimalis generatora,

amelyre

—

T, = exp|—i ht]

— (4° & 7° = ) Bérmely & € G%re % =—ihd [0

Tekintsiik a h : 2 — A onadjungalt operatorra vonatkozd hd =\
lémat. Megmutathato, hogy

h barmely X sajatértékére |A| > [min{eq, €2, 2332 > 0

sajatértékprob-

Mivel h spektruma meég torlodasi pontként sem tartalmazhatja a zérust = létezik
a h™' . # — 2 operator, mely korldtos, hiszen sajatértékei h sajitértékeinek re-
ciprokaként kaphatok.

—

Jelolje| T

a h-hoz tartozé pozitiv spektralteret. [o] miatt| Z;® = —i hd = —i \®

és igy A “+7_frekvencids alterének is tekinthetd.



R 11° 3 K : S — A+ természetes projekcié, és igy a K (= Klg) : & — S+ valés linedris
bedgyazdsa G-nek S+ba ugy, hogy K[S] siirii S+ ban.

——— 12° Legyen a i : G x & — R valds belsészorzat

Contents /,L((I)l, (I)Z) = 2R <K(I)1,/il/_1K(D2 >

e » 13° A j: 2 — H# (= SC ), leképesés, melyet a jb — i (K — K®) hozzarendelési
szaballyal értelmeziink, u-re vonatkozodan, komplex strukturat hataroz meg ¢

QLH 14° p-rol a j komplex struktira felhasznaldsaval megmutathato, hogy

=N p(@1, 1) = §sup, 0 S Vo1 € 6.

®)
Go Back

Részecskeinterpretacio: Barmely (M, g,,) globalisan hiperbolikus stacionarius téridében a

2+ Hilbert-térre alapozva elkészitheté a “szokésos” KVTE modelliink. Az ehhez csatolt
Full Screen staciondriusan mozgast végzo kvantummechanikai rendszer, mint detektor és a KG mez6
kolesonhatasaként indukal6do atmenetek lehet6vé teszik azt, hogy a #4(7°) Fock-teriink

H = A alapterére ugy gondolhassunk, mint a KG mez6 egyrészecskés allapotainak meg-

Close jelenitésére.
Quit

F(FO)=C DI (H Rs5)D ...

Csak idoeltolasi invariancia esetén van részecskeinterpretacio! Ha a detektor gyorsul ...
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Részecskeinterpretacié adhaté a multban, illetve jovoben stacionarius téridokre is.

e Az (M, g4) globalisan hiperbolikus térido stacionarius a multban, ha taldlhaté hozza
olyan (M’ ,g),) globélisan hiperbolikus stacionarius térid6, valamint (m,gep|m) és
(m aplm) izometrikus résztéridék ugy, hogy X C m, illetve X' € m’ C*° Cauchy-feliiletek
az (m, gap|m) és (m/, g, |h,) résztéridSkben.

(M, gab) (M’,gab)
globalisan staciondrius
staciondrius a multban

izometria

e Ekkor létezik egy kolesonosen egyértelmii megfeleltetés a X-dn, illetve ¥'-6n értelmezett
{lo, 7]}, illetve {[¢', 7]} kezdbadatok, és igy a nekik megfelel6 megoldasterek kozott.

e Igy, a csak a multban staciondrius (M, gqp) globalisan hiperbolikus téridon a KG-mezo

klasszikus megoldasainak & terén a| u(®q, ®1) = p/ (@), ®)) |értelmezett p: & xS — R

valés belsOszorzatra | (@1, ®1) =1 SUPg, 20 % Vo, € & — K, QTC)T.), .....




IR
BRI

Full Screen

Quit

e
Close
e |

Hasonléan, részecskeinterpretacio adhaté a multban, illetve jovoben aszimptotikusan sta-
cionarius téridokre is.

o Az (M, gq) globdlisan hiperbolikus térid6é aszimptotikusan stacionarius a miltban, ha

taldlhaté hozza olyan (M’,g!,) globdlisan hiperbolikus staciondrius téridd, valamint
olyan {3}, illetve {X}} egyparaméteres C> Cauchy-feliiletseregek — (M, gqp)-ben, illetve
(M',g.,)-ben — tgy, hogy ¥; = o[X]] valamely ¥ C M’-re, tovdbbd a X, feliileteken

indukalt hffb) metrika és X((fb) = %gn@ hc(ztb) kiils6 gorbiilet a ¢ — —oo hatéresetben a 3,

feliiletek megfelel6 mennyiségeihez tartanak

Hataresetben ekkor is megadhaté egy kolecsonosen egyértelmit megfeleltetés a ¥; € M-
n, illetve ¥} € M’-6n értelmezett {[¢¢, m]}, illetve {[¢}, 7]} kezdbadatok kozott, mely
lehet6vé teszi, hogy az (M, gu)-n, illetve (M’ g/, )-n nyerheté megoldasterek kozott egy
kolesonosen egyértelmlt megfeleltetést 1étesitsiink.

A szokasos KVTE konstrukecié ekkor is végigvihetd, hiszen a

(@1, 1) = p/(P, @)

relacidval értelmezett : G x G — R valds belsoszorzatra a

2
p(P1, P1) = 7 SUPg,-£0 %, VP, €6

tulajdonsag biztositott — K, Q/((R\.), ..... (6,{QP,.)}) = (Z,{Q,.)}
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Részecskekeltés a miultban és a jovében (aszimptotikusan)

stacionarius téridok felett:

e A multban és jovOben staciondrius (vagy csak aszimp-
totikusan staciondrius) téridékre egy teljesen hasonl6
eljarassal elkészithetok az egyrészecskés

%n éS %ut

Hilbert-terekre épitett

— —

(ﬁs(%n)a {Q((I)7 )} és (ﬁs(%ut% {Q((I)v )}

KVTE konstrukeciok is.

staciondrius a jovoben

stacionarius a multban

e Amennyiben ezek a konstrukciék unitér-ekvivalensek, akkor az 7,(74,) és Fs(Hout)
Hilbert-terek kozott kozvetité U : Fg(H,) — Fs(Hou) unitér transzformécid (S-

mAtrix),

—

U Qin(®, ) U~! = Quu(@,.) ¥ € G-re,

arrél hordoz informaciét, hogy a kvantalt KG-mez6 az (M, g4,) globalisan hiperbolikus
“dinamikus” gorbiilt hattéren torténo “keresztiilfejlodése” soran milyen részecskekeltési

és szorasi folyamatokon ment keresztiil.
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A i1 6 X 6 — R valés belsGszorzat 1étezésérol:

o Emlékeztets: Az altalanos (M, gy) globalisan hiperbolikus téridén definialt KVTE-i

modelliink 1étezése egy p: & x & — R, a| u(®y, ;) = 4sup¢2#0% Vo, € 6

feltételnek eleget tevd valds belsoszorzat 1étezésén nyugszik.

Létezik-e egyaltalan ilyen belsOszorzat az altaldnos esetben?

(M, gib)

globalsan stacionarius

izometria

izometria

. s P -
staciondrius a multban -

Az (M',g},) globalisan hiperbolikus téridé staciondrius mult részében a KG-egyenletet
egy alkalmas, csak ott nem zérus potencialtag hozzavételével igy médositjuk, hogy a sta-
ciondrius esetre kirétt technikai feltételek teljesedjenck, amikor az (M’, g/,) és (M*,g%,)
téridokhoz tartozé megoldastereket azonositjuk.

A szokésos KVTE konstrukcio ekkor is elkészithetd, hiszen a

(@1, ®1) = p/ (7, @) = p*(PF, 7)

reldcidval értelmezett valds belsészorzat rendelkezik a (*) tulajdonsdggal.



Unitérekvivalencia és az S-matrix

Home Page
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KVTE-i konstrukcié adhaté meg a kordbbiakban ismertetett modon.

“« | » A Probléma:

— Mikor 1étezik olyan U : %4(4) — Fs(75) unitér transzformacid, hogy Vo € &-re
]

Page 31 of 39
Go Back

e Legyen (G,Q) tetszoleges valos szimplektikus vektortér, valamint pi, pue : © x & - R a
(*) tulajdonsédggal rendelkez6 valds belsoszorzatok G-en. Ekkor két

— e

(328(%)7{9 ((I)a'>} és (ﬁs(%),{ﬂz(@,.)}

—_—

UQ(®,) UL =0s(D,.)

— Ha létezik, hatarozzuk meg annak explicit alakjat.

e A KVTE konstrukciénk elsé lépése: & — 6, := &' Kérdés: | S, =6, |?

M — Léteznek olyan ¢, ¢ > 0 szamok tgy, hogy V& € G-re
Close ¢ ﬂl(q)a (I)) < :uQ(q)? (I)) < - Ml(q)a q))
Quit — Nem léteznek ilyen ¢, > 0 szamok.

Ha pl. Ac > 0: p1(®,®) < pa(®, ®)/c, akkor 3 {®,} C & sorozat : |Pp|y, = 1, mig [Pp|u, — 0 az n — oo
hatdresetben. = & két modell nem lehet unitérekvivalens.
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e A tovabbiakban feltessziik, hogy &, = &, és igy Ggl = 652,

azaz J és ¢ ugyanazon

Gﬁ Hilbert-tér kiilonbozo altereiként kezelheto. Mikor 1étezik olyan U unitér transz-

forméacio, hogy Ve € &-re | U [ia)(K®) — iaj (K1®)] U™! = [iay(K2®) — ia (K2®)]

o uy...Ky: 62 — ﬁ A %,
K : Gg — 74 ¢ '
K+ E =
o up.. Ky &; — M & o9
Ky 62 = jfz
Ko+ Ky =1 <
o V0 € Gre K;0 = K;®, de ... K™, |/ -~
B® = K1® Vo € H-re :
o C®=Ky®
D® = Ky® VO € J-1e
’ o, 7 . \\\\ ﬁi
e A két modell unitérekvivalens, ha az N
A, B,C,D operatorok eleget tesznek a 77

Bogoljubov-transzformacionak:

ATYA—BTB=1 és ATB=BtA, ahol A: . — 54 : AD = AD

CtC - D*D=1 és CTD=D*C, tovdbbd AT =C és B = -D
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e Mivel az A, C projektorok megszoritasabol szarmaznak, tovabba ker(A) = ker(C) = {0}

az A,C operatorok korlatos, énadjungalt, kolcsonosen egyértelmii raképezések, és igy
léteznek az A=, C~! korldtos operatorok.

Ezek segitségével meghatarozhatjuk az #,(74) Hilbert-tér |0); vakuumallapotanak U
altali képét, melyet az

U:=U|0); € Fs(5) U =c(1,9* P, e )

alakban irhatunk fel.

Azt kapjuk, hogy

0 , ha n paratlan
@nglman _
2°[(

@ .. £419)  ha n péros

ahol &% az & = D-C—1 : /5 — 5 lineéris leképezés absztrakt vektorindexekkel t6rténé
roviditett megjelenitésére szolgal.

A pr-an_ek segitségével felirt W := U |0); kifejezés csak akkor lesz .%4(7%)-beli vektor,
ha

tr(8T&) < 0o <= tr(D*D) < 0o <> tr(B*B) < .

Indukciéval U : F4(F4) — Fs(76) hatdsa az F4(74) Hilbert-tér tetszoleges elemére
meghatarozhato
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Tétel: Legyen (&,Q) tetszbleges valés szimplektikus vektortér, valamint uq, uo : xS — R
a (*) tulajdonsidggal rendelkez6 valds bels6szorzatok G&-en. Pontosan akkor létezik olyan
U: F(74) — Fs(76) unitér transzformacié, hogy Vo € G-re

— .

UQi(®, ) U =0s(D,.)

ha:

(i) 1éteznek olyan ¢, > 0 szamok ugy, hogy V& € SG-re

c- /j’l(q)7q)) < M?(q)’q)) < - Ml(q)’q))

(ii) az & = D - C—1 : Jh — s lineéris leképezés nyoma véges, azaz

tr(67&) < oo <= tr(D*TD) < 0o <= tr(B*B) < oc.

o A tétel egy érdekes specidlis esete az, amikor a dinamikai rendszer véges szabadsagi fok,
hiszen ekkor mindkét feltétel teljesiil, ami a Stone-Neumann-tétellel dsszhangban azt
jelenti, hogy ekkor barmelyik, a feltételeinknek megfelel6 valds belsészorzatra épithetjiik
a kvantumelméletiinket.
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Ekkor az %4(74) Hilbert-tér |0); vakuumallapotdnak U altali képére

U:=U|0) =c (1,0, \/gé”ab,o, \/ 22& @b ged) )

Mivel & = D-C~! énadjungélt és tr(& &) < oo 3 olyan {¢;} ortonormalt bazisa .#3-nek,
és {c;} valdés szamsorozat ugy, hogy

&b = 3 ey,

azaz “a részecskék mindig parban keletkeznek”

A

U :=U]|0); =c-exp %Z] Cja;_(wj)a;_(?ﬁj)] |0)o € Fs(F5)

allapotot sokszor, mint a legaltalanosabb “squeezed” vakuumallapotot szokas emlegetni.

Mi van altalanos esetben? Taldlhaté-e egyaltaldn egy adott u; (*) tulajdonsaggal ren-
delkez6 valos belsészorzathoz olyan us valés belsészorzat, amelyre a (*) és a fenndll, de
tr(€+&) £ 0o 7 Igen, végteleniil sok ilyen létezik !!!
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Unruh-effektus Minkowski-téridoben:

e A Minkowski-térid6 (R*,n,p):

ds3; = —dT? + dX? + dY? + dZ?

e Globélisan hiperbolikus | ¢ = (%)a globélis iddszertt KVM rajta tgy, hogy a B.Kay
;‘A altal tamasztott Osszes technikai feltétel teljesiil. — elkészithet6 a
i | (Fu( o) (Tar 8.

Go Back

5

KVTE-i konstrukcié a korabbiakban ismertetett médon, ahol | 57, = o+
| Fullsaeen (I 7+ csak stirfi ,-ban.)

e A Minkowski-térid6 tulsagosan is szimmetrikus. A konstrukcionkhoz sziikséges £% id6-
Close szerii KVM egy haromparaméteres csaladbol valaszthatd. Melyiket? Mindegy: Barmely
¢%ra is alapozzuk a konstrukcionk a p valés belsdszorzat mindig ugyanaz.

Quit
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e Vannak tovabbi szimmetridk, példaul a v* Lorentz-forgatas “boost-KVM”

7 =a[X (B)"+7 ()]

— M7y Rindler-térido (¢,z,Y, Z) :
0<zr<o0, —00<t<0

r=vVX%2-T2 t=arctgh(T/X)

2
ds i,

= —22dt® + dz? + dY? + dZ?

— b® id6szerli a “Rindler-wedge” felett.

— elkészitheto a

(Fo(A7), {0 (®,)})

KVTE-1 konstrukcié a korabbiak-
ban ismertetett moédon ()

fényszeri az x — 0 hataresetben.

ba

T-X=0

T+X=0

o b% — u® = b%/|b| ahol |b| = (—beb¢)Y/? = a/X2 — T2 és a b® altal kirajzolt Killing-palyat

kovetd megfigyeld a® = u°V ub gyorsuldsara (aca®)'/? = \/ﬁ adddik.
e % sajatido-paraméterezett valamely Killing-palya mentén, ha ott |b| = 1 vagy a =

1/V/X2 —T2. De ekkor (és csak ekkor) (ac.a®)'/? = a, amit gy szokds interpretdlni,
hogy “a allandé gyorsulassal mozog” a kérdéses megfigyeld.
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Fontos ezt észben tartani, amikor azt mondjuk, hogy ...“az I-es régiohoz tartozo, ott
idoszert b* KVM-re alapozott KVTE-i konstrukcio részecsketartalma éppen az, amit a
Rindler-wedgeben a allandé gyorsulassal mozgd megfigyelo érzékel”

Unruh kérdése: Milyen részecsketartalma van a |0);; vakuumallapotnak a allandé gyor-
suldssal mozgd megfigyel6 szamara?

Problémék: Az

— —

(ZFs(), {0(D,.)}) és (Fs(77),{2(®,.)}) | KVTE konstrukecidk

nem unitérekvivalensek! Csak formalis kifejtésre van lehetoség.

Valéjaban egy

ys<%M) — ﬁs(%@)jﬂﬂll) — ys(%)(g)ys(%ﬂ

leképezés formalis kifejtésre van méd, amibol az addédik, hogy

&% = (D-C)® =322 exp (—552) (¥55%57r + ¥itrst)

ahol {¥;7} és {v;7;} az w; frekvenciara fokuszalt olyan hullamcsomagok, amelyek ON
bazisai .#7-nek és 7#7;-nek.
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—— p=T1;® | Zrio@exp (~252) [nsy) @ (s

o Végiil a | 0),; vakuumallapotnak megfeleld ¥ € .Z,(#7)®.%,(#7;) 4llapot altal indukalt
stirliségmatrixot — Dirac-féle jeldlésben, ahol [n;;) < z/zjgal LY —a

kifejezéssel adhatjuk meg.
e nw; az |nj;) allapothoz tartozd energia

Page 39 of 39 e Unruh-effektus: Termikus allapot

_ s | p=exp (1), ahol T =5
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