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A probléma

A Schrddinger egyenletben az Ldd és a tér markRansan
szérvalik =2 wew art, ha tudjuk, mi az o6

Milként veze‘g' Ue be? kKvantalds elott? Kvantalas utan?
S@MO@HMVL? (elemzés, Isham, gr-qc/9210011)

A gravitacld hamiltonl formalizmusa nem valaszt ki
eguértelmdi Lddparamétert 2 ahdny 16, annyl
lRvantumelmélet? (many-fingered time formalism, Isham,
Kuchai*, Ann. Phys. 164, 288 (1985), ibid. 164, 316 (1985) )

ML &t megolds?



A megoldas 1.

A térid6 nagyfoki szimmetriaval rendelireziie
(mini- és midi-szuperterei)

a metrika Revés figavényt tartalmoz,
a Roordinatilk a szimmetriglehoz adap’cm’cal@
=2 ezek kRanonillkus Viltozbkled tehetok

Hengerszimmetrikus gravitacios hullamok
Kuchar, Phys. Rev. D 4, 955 (1971)

Schwarzschild fekete lyuk
KuchaF, Phys. Rev. D 50, 3961 (1994)

The curvature coordinates $T,R$ of a Schwarzschild spacetime are turned into canonical coordinates
$T(r), R(r)$ on the phase space of spherically symmetric black holes. The entire dynamical content of
the Hamiltonian theory is reduced to the constraints requiring that the momenta $P_{T}(r), P_R(r)$
vanish. What remains is a conjugate pair of canonical variables $m$ and $p$ whose values are the
same on every embedding. The coordinate $m$ is the Schwarzschild mass, and the momentum $p$
the difference of parametrization times at right and left infinities. The Dirac constraint quantization in
the new representation leads to the state functional $\Psi (m; T, R] = \Psi (m)$ which describes an
unchanging superposition of black holes with different masses. The new canonical variables may be
employed in the study of collapsing matter systems.

Varadarajan, Phys. Rev. D 63, 084007 (2001)




A megoldas 2.

Spec’umés Roovrdinatarendszert valasztunle

Gauss koordinata rendszer
Kuchar, Torre, Phys. Rev. D 43, 419 (1991)

,»» The Wheeler-DeWitt equation of vacuum geometrodynamics is turned into a Schrédinger equation
by imposing the normal Gaussian coordinate conditions with Lagrange multipliers and then restoring
the coordinate invariance of the action by parametrization. This procedure corresponds to coupling the
gravitational field to a reference fluid. The source appearing in the Einstein law of gravitation has the
structure of a heat-conducting dust. ”

Harmonikus koordinata rendszer
Kuchar, Torre, Phys. Rev. D 44, 3116 (1991)

,» The Isham-Kuchaf representation theory of the spacetime diffeomorphism group in canonical
geometrodynamics is implemented in the context of harmonic coordinate conditions. The
representation is carried by either an extended phase space, consisting of the cotangent bundle over
the space of three-metrics, spacelike embeddings, and Lagrange multipliers which serve to enforce the
harmonic gauge in the action, or by a reduced space in which the multipliers are eliminated. The
approach used here is applicable to any generally covariant theory and to any coordinate conditions. ”

Kuchar, Stone, Class. Quantum Grav. 3, 757 (1992)




A megoldas 3.

Referencia folyadéeot adunk a gravitbcidhoz

A folyadéenak nyugalmi rendszere van, ahhoz
sa)atiod tartozik

Por (nyomasmentes idealis folyadék)
Brown, Kuchar, Phys. Rev. D 51, 5600 (1995)

Null por (sugarzas geometriai optikai kozelitésben)
Bicak, Kuchar, Phys. Rev. D 56, 4878 (1997)
probléma: nincs nyugalmi rendszer!

2 komponensi null por (sugarzasi atmoszféra)
Bic¢ak, Hajicek, Phys. Rev. D 68, 104016 (2003)
probléma x 2
Horvath, Kovacs, Gergely, Phys. Rev. D 74, 084034
megoldas: van nyugalmi rendszer (2006)



Kényszerek és dinamikai torvények

2 ftle fizikal torvény:

- dinamikal tirvények (Lddfejlddés)

- pillanatnyt tirvények (pl. Gauss: oz elektromos
térerdsség divergencidja a toltéseloszlis; csak tévszeri
deriviltak jelennel meg) = kényszerek

A Maxwell egyenleteir és Blnsteln egyenletek
mindkettOt tartalmazzak

Az Blnstein egyenletel kényszer jellegll alhalmaza a
Hamiltonl kRényszer és oz mpulzus (diffeomorfizmus)

Veéwgszerel@



Példa kényszeres rendszerre

A Schrddinger rendszer
Gergely, Annals of Physics 298, 394—-402 (2002)

,We review and compare different variational formulations for the Schrédinger field. Some of them
rely on the addition of a conveniently chosen total time derivative to the hermitic Lagrangian.
Alternatively, the Dirac-Bergmann algorithm yields the Schrodinger equation first as a consistency
condition in the full phase space, second as canonical equation in the reduced phase space. The two
methods lead to the same (reduced) Hamiltonian. As a third possibility, the Faddeev—Jackiw method
is shown to be a shortcut of the Dirac method. By implementing the quantization scheme for systems
with second class constraints, inconsistencies of previous treatments are eliminated.”

ih in )
A ¢pp=m— ;df* =0, ¢o:=n*+ ¥ =0 Veewgszerel@,

mésodosztm@tftai@ {p1, P2} == {P1(r, 1), $o(r', 1)} = —iRb(r — 1)
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A hamiltoni kényszer geometriai interpretacioja

(Kucha¥, arXiv:gr-gc/9304012v1 nyoman)

Govbirlt felliletek =d euklideszi térben. Kétféle gorbilet:
belsd ¢s kitlsd (els6 és masodik fundamentalis formak)

Theorema Earvegium. (GauUss):

R=2RkR, . R

oprbiilett skaldy {6 gorbliletek, K, sajdtértélet

Ha a fewtl dsszefligoés minden pontban tonz, a 2ol tér
euklioeszi



A hamiltoni kényszer geometriai interpretacioja 2.

Theorema Egregivum -+ + Lorentz tévidoben:

R=-2 R, Ry (PLllanatnyl tinény)

Ha a fentl bsszefligoés az psszes térszerll felitlet
minolen pow‘g’ﬁbaw lgaz, a 2d téridd Loventz
(dlwamﬁhmtér\/éwg 1)



A hamiltoni kényszer geometriai interpretacioja 3.

Theorewa Eaveaium -+ ++ Loventz tériddben:

R = —2(kiky + koks + kski)  VA9Yy

1
R = §Kab(}“b DK
1
;_ra,b cd _ 5 (gacgbd 4 gadgbc o gabgcd)
Szupermetriira

Ha a fentl bsszefliggés nz dsszes térszeril
hiperfelitlet minden pontjdban tgaz, a 40 téridé
RLcel-sllke (Valkeuumt) (dinamlieal tér\/éwg 1)



A hamiltoni kényszer geometriai interpretacioja 4.

Atfogalmazis: pab . qab edpe

Hoamiltonl Veéwgszer:
HE (2) =7 () - G (239) - 7 () — R(z,g) =

(pilla watwgﬁ tb’r\/éwg)

(majd kideril miét)
+ Codazzi tér\/éwg =lmpulzus l@éwgszer (akar
0z elektrosztatilkal Gauss torvény vakuuwnmban!)

HS := Dyr,’ () =0

(pilla watwgi tér\/éwg)



Einstein gravitacioelmélete = a hamiltoni és impulzus kényszerek megmaradnak

Tetszoleges valtozonak a [hamiltont Rényszerrel
impulzus Rényszerrel

vett Polsson-zdrdjele annak a

hiperfelitletrbl tirtén merbleges elmozdulds sordn bekpvetkezé Lol OfeJ LOolését

niperfelistethez érintd anyu LLE-meovaltozasat

genertlia

>

1. bmpulzus Rényszerek=diffeomorfizmus kényszerek

2. 0z Binstein egyenletek ekvivalensek azzal, hogy a

Ranonikus viltozok fellbdését wmeghatdrozzak a

Rényszerer, melyek ezutan eltiinnel



A hamiltoni és impulzus kényszerek algebraja

Divac-,algebra”

matematliral értelemiben mewn oz, meert newn zarvodilke: oz tndukdlt
metrikn szevepel a hamiltont l@éwgszereka Poissow-zmojdébew

t?g Ranonikus valtozok bevezettsével a kényszerek néha atirhatok
elvivalens (de bonyolultabb) formaba wgy, hogy az algebra
Zarddjon:

Markopoulou, Class. Quantum Grav. 13, 2577 (1996)

KuchaF, Romano, Phys. Rev. D 51, 5579 (1995)
Kouletsis, Class. Quantum Grav. 13, 3085 (1996)



Az analogian tul: Geometrodinamika

wetejiodis (O _ npe o No integraloprbél mentin

lapse  hiperfelitlet normdlisa  shift

40 metrila 241 felbontdsa: Gab = Gab — Ta™b

ds® = —(N,N® — N?)dt* + 2N, dtdz" + gapdz*dz’
gapn® = Nn, =0

(ADM)

~ 1 (0g,
a kitlsé gorbilet: K, = ¢°,0% V.ng = IN ( gtb - QD(aNb))

0z els6 sebesség-fazistér egyenlet



Geometrodinamika 2

40 Ricel-gorbilet 2+1 felbontasdbdl:

8 —
O Kab = N |6208Fe — Rob — KK + 2K oo

‘l‘DbDaJV + JVCDCK{LE) + QKC.(&.DE))JVC
a masodiik sebesség-fazistér egyenlet
40 gbrbitleti skalar 241 felbontasabil a Lagrange figgvény:

ﬁG [gaba Kab; i?\ra.a :\T] —
Vg (K% — Kg™) gay — NHE — N*HS — 2,/gD, [(D*N + N,K)]

ahol
HY = —\/g[R+ (K? — K,z K],
H = —Vg{ D[’ — 9" K] .

(wg Yyanaz, mint amlrol korabbaw Ls sz volt)



Geometrodinamika 3

az ndukalt metrikdhoz tartozb meutzus:

G
m = gﬁ = /g [K*® — Kg¢*®] (wgyanaz, wmint kordbban)
Jab
v 1 1
a kényszerer: H[gap, 7°] = —\/gR+ — (%w“b - ”Tz)
4 V9 v -
JHE [ga.b:n Wﬂb] — _QDbWba .

(it Rorabban)

az Eilnsteln-Hilbert hatds a Liwville format expliciten mutats
alakbown:

S (gap, ™*°; N, N / dt / d>z
>t

(T Gab — JVHO[QQE;, nab N Hc[gab, T ]) + Mﬂtﬁrtﬁ@@‘@



A hamiltoni kényszer kvantalasa

Lndukalt metrikna = kRanontkus koordinatn
itls0 gorbulet = kanontlkus impulzus

ezelk operttorositasa a hamdiltont Veéwgszer operator
alak)dhoz vezet = Wheeler-de Witk egyenlet

PROBLEMAK.
1. nincs Linedris megolddas-tere, Hilbert teve =2
hogyaw értelmezziunk belsd szorzatot? ...

Bryce de Witt (a MG9-es jeruzsalemi konferencian, 1997):
Felejtsiik el ezt ag egyendetet!

a hallgatésag: Nem/



Mi az alternativa?

meuLzusoVebaw Linedris hamiltonl l@éwgszert
talalnl

ennelR kRvantalasa schrbdinger equenlethez vezetine

de hogyan?

referencia-folyadélk segitségével |

Bonusz: a Dirac algebra Abeli algebrava valik !



A por, mint referenciafolyadék

Brown, Kuchar, Phys. Rev. D 51, 5600 (1995)

atas: l
’ SPIT, 25 M, W;Wg 1= —§f{f4.1‘1/— g M(U,U"+ 1)
a négyessebesség 7 skalldrmezd Pfaff formdja:

dinamiikal egyenleter: U, = —T, + W, Z*,
0—55’{)——1 — (U U + 1 2 bessé a
=M 2 g:(U, ), & négyessebesség normdlt

SSD k a
“aw. - VT IMZLUL e itimezgs leoordindtdk

58P ~
0:—: —_ —_ g.’MUGJ,a*

5T tomegmegmaraoas

R

0 _ﬁ: _(1”'_ gMWkUa)a

mpulzusmegmaradas



A por, mint referenciafolyadék 2

a 2+1 felbowntott, Linville format expliciten
tartalwazd hatas:

SPIT, Z% P, Py, gap, N, N¢]

= f dt f &x(PT + P, Z* — NHP — N*HP)

a Rényszerek amga@’ujémtél@a (hosszi szhmoldbs utbn) :

HY = PT , + P, Z%,

HD — ,\/PE + gaf)Hg)H}?!



A por, mint referenciafolyadék 3

a teljes (gravitdelss+ anyagl) kényszer tlinik el |
ezek az egyenleter wegoldhatok a por mpulzusokra

egy oldalra rendezve, lmpulzusokban Llinedris 4 kényszerek

allnak el g _ p 4 pig,, not) =0, Hii = Py + hy[T, 2% gup 7] = 0

h — _\/{'HG) 2 — giiHEHS hi = ZEHS — hT  Z¢

a hamiltonl kényszer opertitorositott valtozatn funkceional
Schrbdinger-egyenlet, melyben a geometrial és por-valtozok
szeparaléonalke

az t/g hamiltonl Kzéwaszerelre ev0s értelemben Ls Romumutalnale
(Abell algebra)

bels0 szovzat értelmezheto. ..
2 tgy sikeresen végrehajtott kanonilus kvantdlist program




Egy bonyolultabb példa, a 2 komponensii null por

Horvath, Kovacs, Gergely,
Phys. Rev. D 74, 084034 (2006)

Schwarzschild
M,

static
mnterior

M,




A térido és forrasa

aforeds: TN = p(uguy + v,v,)
u,ut = v,v* =0, i, v¢ # 0
a Q)BOV\/L@CH:Q (gbmbszimmetrilous, sztatllous): Lddloordindta
JLE /
ds? = —2a——[dZ?> — R*(L)dL*] + R*(L)d)?

R(L)
2 L 7
— R(L) = al(eX — 2L Dyp), Gy =B + f ev dx
a forvas a metrikRus fliggvényerikel megadva:
ael’

R

p = (S’ETREWE)_I W =

u,=WZ,+RWL,  v,=WZ,—RWL,



Az ekvivalens anizotrop forras interpretacio

a forvhs, mint anizotrop folyadék:

| I
[Je = _(”a + U‘j), Xcr :_(”a _ U‘j)

V2 V2
— U U = xox* =1, Usx =0

Tah = p(Uan + Xa/](b)

a preferilt Z és L koordinatikkal kifejezve:

U, =2WZ,, Yo = V2RWL,



Hatas és dinamika
a RovarLans hatas:

) 1
SIND[H g . p 7 L] = ) —[53’4.1‘ —Wop(u,u® + v,v4)

a dinamikal egyenletel:

5. §2ND
f— = — —{4} ¥ a o
0 57 2( gpW +v9)],, folytonossigl egyentet
5.§2ND
0= A 20— PepL(utu, + viv,)
az impulzus-dranmok megmaraddsa
—2R[\/ —WgpWu* — v9)],,
SSEND | N
0= 5p 2 —Weuu® + v, v%). |l 4-¢s sebesséovertorok
\
a, — ,a :_E_Id_ZE_ ”d_LE
Wil = U'Uq W |:h ((!T) f (([R) ] J
/ / ab o _2 5LST2ND _ p(HGHB 4+ U(jvh)
az enerola-impulzus tenzor: —@. 0%g.,

8



3+1 felbontas

a gbwmbszimmetrikus téridd ADM felbontdsa:

ds® = —(N? — A°N7?)dt* + 2A’N"drdt + A*dr® + R?*d0?
a Linville-format tartalmazo, an. hamiltonl alakra” hozott
Lagrange tiggvény:

L*NP — Zzp, 4+ LP, — NH?ND _ NTH2ND

a l@éwgszerm 2 null parjémLélfea (solke szamolas utdn):

f.
VD _ o | ( P,L'R PpZ'
|

2
_ T?‘HE?&'DHQ.-‘V.D
A _.-’1R) Ty

|
' '

/ PZ\* 1
HE.&D=V._(PZL3R_ Iﬁ ) _l_Z(;.le.WD)z




Uj kényszerek

a teljes hamiltond és mpulzus-kényszer: & ivn
H=H"+H"" =0

H, -=HS + H>NP = 0

megolddsa az 2 null por impulzusokra ) kényszereket ad:

H:z =Pz +hz[M,R,Z L Py, Pgl=0 Hip=Pr+7[M,R,Z L, Py, Pr]=0
L'ARh + Z'HE —Z'ARh + L'R*HE
Z = T gn 1 L2R? : L = 77 1 [I?R?

ezek Abeli algebrat allkotnak:

{Hs(r),H:yi(r")} =0, Hyy=(Hiz,H;L)



Osszefoglalas

a geometrodinamikaban megjelend tdd-problémbra megoldds a fizikal
rendszer altal valamilyen mbdon preferalt Ldd bevezetése, még a
Rvantalis elott

ilyen preferdlt L8t szimwmetria, referenciafolyadéieok sajatioeje,
(referenciafolyadéiook bevezetésével ekvivalens) koordinata-feltételel
kiszabasa adhat

a programot silkeeresen wegvalositottalk pl hemgerszimmetrilkous
gravitacios hullamokrn, Schwarzschild fekete Lyukra, nyomasmentes
tledlis {oLgadél@m, il (a klasszilkus vészét) speciilis 2 Romponensii
SUgArzasro

Rihivas: a forgd eset!!!




