
A sine-Gordon és a Ruijsenaars-Schneider modell

Babelon Bernard (1993)
klasszikus sine-Gordon modell Poisson struktúrája N szoliton altérre
megszorítva 7→ Ruijsenaars-Schneider modell Poisson struktúrája

z± = x ± t fénykúp koordináták ∂± = 1
2(∂x ± ∂t) alkalmas skálázás

sG egyenlet ∂+∂−φ = 2sin(2φ) exp(−iφ) =
τ+
τ−

N szoliton megoldás µi rapiditások ai helyek i = 1 . . . N

τ
(N)
± (z+, z−) = det(1 ± V ) V N × N matrix

Vij = 2

√
µiµj

µi + µj

√

XiXj Xi = ai exp(2(µiz+ + µ−1
i z−))

(a)s µj valós aj = iǫeγ γ valós ǫ = 1 ha s ǫ = −1 ha as
lélegző (µ, µ̄) és (a,−ā) konjugált párok
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sine-Gordon Hamiltoni rendszer kanonikus szimplektikus forma

ΩSG =
∫ +∞

−∞
dx δπ(x) ∧ δφ(x)

Tétel: N szoliton altér µi ai koordináták

ω =
N
∑

i=1

δai

ai
∧ δµi

µi
+
∑

i<j





4µiµj

µ2
i − µ2

j





δµi

µi
∧ δµj

µj

nem degenerált invertálva Poisson zárójelek

{µi, µj} = 0 {ai, µj} = aiµjδij {ai, aj} = −




4µiµj

µ2
i − µ2

j



 aiaj

bizonyítás 1 és 2 s-ra expliciten ΩSG|megsz = −2
∫+∞
−∞ dx∂x

(

1
τ+τ−

)

· ω

általános eset (µi, ai) t → ±∞ (µin
i , ain

i ) és (µout
i , aout

i )

µin
i = µout

i = µi a
in
out
i = ai

∏

|µj|<>|µi|

(

µi − µj

µi + µj

)2

ω =
∑N

i=1
δain

i

ain
i

∧ δµi
µi

=
∑N

i=1
δaout

i
aout

i
∧ δµi

µi
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fontos észrevétel Eij = |i〉〈j| bázis V =
∑

ij VijEij

{

V1
⊗, V2

}

=

[

d12, V1

]

−
[

d21, V2

]

d12 =
∑

ij;kl dij;klEij⊗Ekl dij;kl = −1
8

(

µi+µj
µi−µj

)

(Vjkδil + Vjlδik + Vikδjl + Vilδjk)

V sajátértékei Qi Poisson kommutálnak

e−iφ =
N
∏

i=1

(

1+Qi
1−Qi

)

dinamikát kifejezzük Qi -vel 7→ RS modell

U diagonalizálja V -t V = U−1QU definiáljuk L = Udiag(µi)U
−1

‘idő’ z+ ˙ = ∂
∂z+

L̇ = [M, L] M = U̇U−1 Lax egyenlet

Lij = 2

√

Q̇iQ̇j

Qi + Qj
, Mij =

√

Q̇iQ̇j

Qi − Qj
(1 − δij)

ρi = Q̇i/Qi L ugyanolyan alakú mint V ha (µi, ai) → (Qi, ρi)
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Babelon Bernard (µi, ai) → (Qi, ρi) transzformáció szimplektikus

Qi -hez konjugált pi ρi = exp(pi)
∏

k 6=i

(

Qk+Qi
Qk−Qi

)

kanonikus PB
{

Qi , Qj

}

=
{

pi , pj

}

= 0
{

pi , Qj

}

= Qjδij

kommutáló megmaradók generátor függvénye T (x) = det(1 + xL)

T (x) = 1 +
N
∑

p=1

xpHp = 1 +
N
∑

p=1

xp
∑

k1<···<kp

ρρk1
· · · ρkp

∏

ki<kj





Qki
− Qkj

Qki
+ Qkj





2

z+ fejlesztő H+ = tr(L) =
N
∑

j=1
ρj =

N
∑

j=1
exp(pj)

∏

k 6=j

(

Qj+Qk
Qj−Qk

)

z− fejlesztő H− = tr(L−1) = HN−1/det(L) =
N
∑

j=1
exp(−pj)

∏

k 6=j

(

Qj+Qk
Qj−Qk

)

Qj = ieqj Im qs = 0 ha s szoliton Im qs = π ha s antiszoliton

a fénykúpon fejlesztők H± =
∑

j
e±pj

∏

k 6=j
coth

(qj−qk
2

)

H+ folyam

ρi = q̇i = epi
∏

k 6=i

coth

(

qi − qk

2

)

q̈i =
∑

k 6=i

2q̇iq̇k

sinh(qi − qk)
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