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A GEOMETRIAI LANGLANDS PROGRAM

JELOLESEK

v

X: kompakt Riemann-feliilet, g > 2: X neme,
Jac(X) = Pic®(X) = C%6 /A: X Jacobi-sokasiga (A C C%8: a
periédus-racs)

v

G: Osszefiiggd reduktiv algebrai csoport C felett (néha
Gl(r,C)), Z(G): G centruma, g: G Lie-algebrdja

K: egy maximalis kompakt részcsoport G-ben,

t: K Lie-algebrija

v

v

Ox, Q% Q}<: a holomorf fliggvények, a sima k-formak és a
holomorf 1-formak kévéje X felett

H/(X,8): az S kéve X feletti j-edik kohomoldgia-csoportja

v
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A GEOMETRIAI LANGLANDS PROGRAM

KONNEXIOK G-NYALABOKON

Legyen
pE—X
egy principdlis G-nyaldb X-en, jobb oldali hatassal
Rs : E— E.
Jeloljuk V-vel TE “fugglleges” disztribdcidjat:
Vixe) = T(p1x).
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A GEOMETRIAI LANGLANDS PROGRAM

KONNEXIOK G-NYALABOKON

Legyen
pE—X

egy principdlis G-nyaldb X-en, jobb oldali hatassal
Rs : E— E.

Jeloljuk V-vel TE “fugglleges” disztribdcidjat:
V(x,e) = T(p_lx)'
Egy konnexié E-n az érint6-nyalab egy
TE=V&H

hasitasa V és egy “vizszintes” H disztribicié osszegébe, amely
G-ekvivarians: barmely e € E-re és g € G-re

Heg = d(Rg)eHe.
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A GEOMETRIAI LANGLANDS PROGRAM

INTEGRALHATOSAG

Egy D konnexié E-n integralhaté ha a H disztribicié integralhaté
(azaz létezik egy fdlidzas amelynek érintéje minden e-ben H.). Az
(E, D) pérost ekkor lapos principdlis G-nyaldbnak nevezziik.
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A GEOMETRIAI LANGLANDS PROGRAM

INTEGRALHATOSAG

Egy D konnexié E-n integralhaté ha a H disztribicié integralhaté
(azaz létezik egy fdlidzas amelynek érintéje minden e-ben H.). Az
(E, D) pérost ekkor lapos principdlis G-nyaldbnak nevezziik.
Tetszbleges trivializacidban D el6all

D=d+a

alakban, ahol a € Q3 (U, ad(E)). Ismert, hogy D akkor és csak
akkor integrdlhaté ha

da+aNa=0.

Itt a bal oldalon all6 mennyiség fliggetlen a trivializaciétdl, és D
gorblletének nevezziik, tovabba Fp-vel jeloljiik.
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A GEOMETRIAI LANGLANDS PROGRAM

KONNEXIOK FELBONTASA

Legyen z egy lokélis holomorf koordinata X-en. Ekkor az X feletti
sima 1-formakat lokalisan generdlja dz és dz. Ez indukalja az
1-formak kévéjének Hodge-felbontasat:

Q% = 3" ® Q'

ahol Q;’O—et dz mig Qggl—et dz generalja lokdlisan.
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A GEOMETRIAI LANGLANDS PROGRAM

KONNEXIOK FELBONTASA

Legyen z egy lokélis holomorf koordinata X-en. Ekkor az X feletti
sima 1-formakat lokalisan generdlja dz és dz. Ez indukalja az
1-formak kévéjének Hodge-felbontasat:

1,0 0,1
Q% =0y @ Qy,
ahol Q;’O—et dz mig Qggl—et dz generalja lokdlisan.

Ekkor az a format felbonthatjuk egyértelmiien a = a'Cdz + a%1dz
alakban. Ez indukalja D felbontdsat:

D=9f+v,
ahol B
aE — dO,l + 3071d2
és
V =d"+a"%z.
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A GEOMETRIAI LANGLANDS PROGRAM

HOLOMORF KONNEXIOK

Ekkor OF meghataroz egy holomorf struktdrat E-n, és
[OE, V] = 0.

Azaz
V : Ox(E) — Q%(E),

és V teljesiti a Leibniz-formulat:
V(fo) = V(o) + d*O(f)o

minden f lokalis holomorf fliiggvényre és o lokalis holomorf szelésre.
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A GEOMETRIAI LANGLANDS PROGRAM

HOLOMORF KONNEXIOK

Ekkor OF meghataroz egy holomorf struktdrat E-n, és
[OE, V] = 0.

Azaz
V : Ox(E) — Q%(E),

és V teljesiti a Leibniz-formulat:
V(fo) = V(o) + d*O(f)o

minden f lokalis holomorf fliiggvényre és o lokalis holomorf szelésre.
Azt mondjuk, hogy V egy holomorf konnexié a OF holomorf
struktirdra nézve.
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A GEOMETRIAI LANGLANDS PROGRAM

IRREDUCIBILITAS VEKTOR-NYALABOKRA

Legyen E egy holomorf GI(r, C)-nyaldb X felett és V egy holomorf
konnexié E-n. Azt mondjuk, hogy V irreducibilis, ha E-nek nem
létezik V-invaridns valédi holomorf résznyalabja.
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A GEOMETRIAI LANGLANDS PROGRAM

IRREDUCIBILITAS VEKTOR-NYALABOKRA

Legyen E egy holomorf GI(r, C)-nyaldb X felett és V egy holomorf
konnexié E-n. Azt mondjuk, hogy V irreducibilis, ha E-nek nem
létezik V-invaridns valédi holomorf résznyalabja.

Tovabba, V félig-egyszerli, ha eléall irreducibilis konnexidk direkt
osszegeként.
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A GEOMETRIAI LANGLANDS PROGRAM

A DE RHAM-MODULUSTER

Legyen E egy holomorf G-nyaldb X felett, g € H°(X,Ad(E))
tetszoleges globalis holomorf szelése E endomorfizmus-nyaldbjanak
és V tetszlleges holomorf konnexié E-n. Ekkor g visszahtzéssal
indukal egy g - V konnexiét E-n. Azt mondjuk, hogy g -V a V
konnexié g-vel vett mérce-transzformiltja.
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A GEOMETRIAI LANGLANDS PROGRAM

A DE RHAM-MODULUSTER

Legyen E egy holomorf G-nyaldb X felett, g € H°(X,Ad(E))
tetszoleges globalis holomorf szelése E endomorfizmus-nyaldbjanak
és V tetszlleges holomorf konnexié E-n. Ekkor g visszahtzéssal
indukal egy g - V konnexiét E-n. Azt mondjuk, hogy g -V a V
konnexié g-vel vett mérce-transzformiltja.

Gauss-Bonnet:

deg(E):/Xtr(FD):O.
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A GEOMETRIAI LANGLANDS PROGRAM

A DE RHAM-MODULUSTER

Legyen E egy holomorf G-nyaldb X felett, g € H°(X,Ad(E))
tetszoleges globalis holomorf szelése E endomorfizmus-nyaldbjanak
és V tetszlleges holomorf konnexié E-n. Ekkor g visszahtzéssal
indukal egy g - V konnexiét E-n. Azt mondjuk, hogy g -V a V
konnexié g-vel vett mérce-transzformiltja.

Gauss-Bonnet:

deg(E):/Xtr(FD):O.

Jeloljik M3g(X, G)-vel az E-n értelmezett stabil holomorf
konnexiék halmazat mérce-ekvivalencia erejéig valamely 0-fokd E
nyaldbra.
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A GEOMETRIAI LANGLANDS PROGRAM

A DE RHAM-MODULUSTER, II.

TETEL (N. NITSURE)

MZR(X, G) egy dim(G)(2g — 2) + 2dim(Z(G))-dimenziés
kvazi-projektiv algebrai sokasag. Tobbek kozott, létezik rajta egy
természetes (g, |,w;) Kahler-struktdra.
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A GEOMETRIAI LANGLANDS PROGRAM

A7 ABEL-FELE ESET

Legyen G = C*, ekkor E csak a trividlis principalis C*-nyalab lehet.
E egy 7 globdlis trivializacidja indukal egy Dy lapos
referencia-konnexiét: Do(f7) = d(f)7 minden f fliggvényre. Ekkor
minden D konnexi6 felirhaté mint

D = Dy + a,

ahol a € Q1(X, C) egy C-értékii sima 1-forma X felett. A 7
trivializaciéban tehat

D=d+a.
Ezért D gorbiilete da, tehat D pontosan akkor lapos, ha da = 0.

Mivel E minden valédi résznyaldbja O rangt, ezért E-n minden
konnexié irreducibilis.
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A GEOMETRIAI LANGLANDS PROGRAM

A7 ABEL-FELE ESET, II.

A mérce-transzformdcidk halmaza az Q%(X, C*) globélis nemelting
fuggvények halmaza. Ez el6dll mint

Q%(X,C*) = (Q%(X, C*))° x m(Q°(X, C*)).

Tovabba mo(Q°(X, C*)) = HY(X, Z) és (Q°(X,C*))° = Q°(X, C)
az exponencialis leképezésen keresztiil. Egy g = exp(f)
null-homotép mérce-transzformacié a d + a konnexién a

g-(d+a)=d+a—df
képlettel hat.
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A7 ABEL-FELE ESET, II.

A mérce-transzformdcidk halmaza az Q%(X, C*) globélis nemelting
fuggvények halmaza. Ez el6dll mint

Q%(X,C*) = (Q%(X, C*))° x m(Q°(X, C*)).

Tovabba mo(Q°(X, C*)) = HY(X, Z) és (Q°(X,C*))° = Q°(X, C)
az exponencialis leképezésen keresztiil. Egy g = exp(f)
null-homotép mérce-transzformacié a d + a konnexién a

g-(d+a)=d+a—df

képlettel hat.
Ezért

ey (200 b=
Mar(X- €)= ] F e O(X, O} x A (X,Z)"

tehdt MS(X, C*) = HY(X,C)/HX(X,Z) = C?€ /7%
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A GEOMETRIAI LANGLANDS PROGRAM

METRIKAK PRINCIPALIS NYALABOKON

Legyen E egy principdlis G-nyaldb X felett. Egy h metrika E-n egy
globdlis szelése az E/K homogén nyaldbnak, azaz a
struktidra-csoport egy redukcidja K-ra.

PELDA

A G = GI(r,C) esetben a maximilis kompakt K = U(r). Egy
metrika egy E principélis Gl(r, C)-nyaldbon egy Hermite-féle
metrika az E-hez és a Gl(r, C) kanonikus reprezentaciéjahoz
tartozé vektornyaldbon.
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A GEOMETRIAI LANGLANDS PROGRAM

HARMONIKUS METRIKA

Legyen (E, D) egy lapos G-nyalab X felett. Jeldlje X az X
univerzdlis fedéfelliletét, amin Iétezik egy természetes 71 (X)-hatds.
Ugyanakkor 71(X) hat a G/K homogén téren is a D-hez tartozd
monodrédmia-hatdson keresztiil. Ezért egy metrikat tekinthetiink
agy, mint egy m1(X)-ekvivarians

/~7:)~<—>G/K

leképezést.
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A GEOMETRIAI LANGLANDS PROGRAM

HARMONIKUS METRIKA

Legyen (E, D) egy lapos G-nyalab X felett. Jeldlje X az X
univerzdlis fedéfelliletét, amin Iétezik egy természetes 71 (X)-hatds.
Ugyanakkor 71(X) hat a G/K homogén téren is a D-hez tartozd
monodrédmia-hatdson keresztiil. Ezért egy metrikat tekinthetiink
agy, mint egy m1(X)-ekvivarians

h: X — G/K
leképezést.

DEFINICIO
Egy h metrika harmonikus, ha a h mint Riemann-sokasidgok kozotti
leképezés harmonikus.
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A GEOMETRIAI LANGLANDS PROGRAM

HARMONIKUS METRIKA, II.

TETEL (C. CORLETTE — S. DONALDSON)

(E, D)-n akkor és csak akkor létezik harmonikus metrika, ha félig
egyszerii. Tovabbd, ha (E, D) irreducibilis, akkor a harmonikus
metrika egy Z(G)-beli elem erejéig egyértelmilen meghatdrozott.
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A GEOMETRIAI LANGLANDS PROGRAM

HOLOMORF ERTELMEZES

Tekintsiik a g Lie-algebra egy Cartan-felbontasat:
g=todm,
és jeldljik o-val a Cartan-involiciét g-n:
ole=1, olm=-1.

Legyen h egy metrika E-n és bontsuk fel a konnexiét D = DT + ¢
alakban, ahol DT egy konnexié amely megdrzi h-t és ® egy
m-értékii 1-forma. Végiil, jeldljiik 9%-vel DT Hodge-felbontasbeli
(0, 1)-részét. Ekkor O meghatdroz egy holomorf struktiirat az E
nyaldbon, amely kilonbozik a D 3ltal értelmezett holomorf
struktaratdl.
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HOLOMORF ERTELMEZES, II.

Bontsuk fel tovabba ®-t a

=0+ 0(0)

alakban, ahol 0 egy ad(E)-értékii 1-forma, és a masodik tag o(0)
konjugaltja mint 1-forma. Ekkor h harmonikus pontosan akkor, ha

5% = 0.
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HOLOMORF ERTELMEZES, II.

Bontsuk fel tovabba ®-t a

=0+ 0(0)

alakban, ahol 0 egy ad(E)-értékii 1-forma, és a masodik tag o(0)
konjugaltja mint 1-forma. Ekkor h harmonikus pontosan akkor, ha

5% = 0.

Tovdbb3d, az eredeti D konnexié akkor és csak akkor lapos, ha
teljesul

Fp+ —[0,0(6)] = 0.
Ezt a két egyenletet Hitchin komplex illetve valds egyenletének
hivjuk.

SzABO SZILARD A HITCHIN-FELE RENDSZER ES TUKORSZIMMETRIA



BEVEZETES

DE RHAM-ELMELET
DOLBEAULT-ELMELET

A GEOMETRIAI LANGLANDS PROGRAM

HIGGS-NYALABOK ES STABILITAS

Legyen € egy holomorf G-nyaldb X felett. Egy 0 € Q%(X,ad(&))
holomorf endomorfizmus-értékli 1-format £-n Higgs-mezbnek
neveziink. Az (&, ) parost ekkor Higgs-nyaldbnak nevezziik.
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A GEOMETRIAI LANGLANDS PROGRAM

HIGGS-NYALABOK ES STABILITAS

Legyen € egy holomorf G-nyaldb X felett. Egy 0 € Q%(X,ad(&))
holomorf endomorfizmus-értékli 1-format £-n Higgs-mezbnek
neveziink. Az (&, ) parost ekkor Higgs-nyaldbnak nevezziik.
Legyen G = Gl(r, C), és & egy holomorf GI(r, C)-nyaldb X felett.

Ekkor a deg £
e
)= o

szamot £ meredekségének hivjuk.
Azt mondjuk, hogy (&, 0) stabil, ha & minden F valddi f-invarians
résznyaldbjara teljestil

rang £

w(F) < p(€).

Tovéabba, (&, 6) poli-stabil ha eléall azonos meredekségli stabil
Higgs-nyalabok direkt osszegeként.
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STABILITAS ALTALANOS CSOPORTRA

Tetszbleges csoportra hasonléképpen értelmezhet6 a
stabilitds-fogalom: ekkor az ad(&) vektor-nyaldbon indukalt
Higgs-mez6 stabilitdsat értjuk alatta.
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HERMITE-EINSTEIN METRIKAK

Legyen h egy metrika £-n, és jeldljiik D*-vel a h-hoz és O%-hez
tartozé Chern-konnexiét. Azt mondjuk, hogy h teljesiti a
Hermite-Einstein egyenletet, ha

For — [0, 0(0)] = 0.
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A GEOMETRIAI LANGLANDS PROGRAM

HERMITE-EINSTEIN METRIKAK

Legyen h egy metrika £-n, és jeldljiik D*-vel a h-hoz és O%-hez
tartozé Chern-konnexiét. Azt mondjuk, hogy h teljesiti a
Hermite-Einstein egyenletet, ha

For — [0, 0(0)] = 0.

TETEL (N. HrTtcHIN, C. SIMPSON)

Egy (£,0) Higgs-nyaldbon akkor és csak akkor létezik
Hermite-Einstein metrika, ha (€,0) poli-stabil. Tovabbd, ha (£,0)
stabil akkor a Hermite-Einstein metrika egy Z(G)-beli elem erejéig
egyértelmdi.
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A DOLBEAULT-MODULUSTER

Legyen (&,0) egy Higgs-nyaldb X felett és g € HO(X, &) egy
globdlis holomorf endomorfizmusa £-nek. Ekkor

g 0=gbg’

is egy Higgs-mez6 g*&-n. A (g*€,g - 0) part 0 g-vel vett
mérce-transzformaltjanak nevezziik.
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A DOLBEAULT-MODULUSTER

Legyen (&,0) egy Higgs-nyaldb X felett és g € HO(X, &) egy
globdlis holomorf endomorfizmusa £-nek. Ekkor

g-0=glg™"
is egy Higgs-mez6 g*&-n. A (g*€,g - 0) part 0 g-vel vett
mérce-transzformaltjanak nevezziik.

Legyen
Dol(X, G)

az (&, 0) Higgs-nyaldbok halmaza mérce-transzformacié erejéig,
valamely 0-fokd £ holomorf G-nyalabra.
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DOLBEAULT-ELMELET

A GEOMETRIAI LANGLANDS PROGRAM

A DOLBEAULT-MODULUSTER, II.

TETEL (N. HITCHIN)

Dol(X, G) egy dim(G)(2g — 2) + 2dim(Z(G))-dimenzids
kvazi-projektiv algebrai sokasag. Tobbek kozott, létezik rajta egy
természetes (g, J,w ) Kahler-struktiira.
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DE RHAI\I—HI_XH—IJI,}C'I
DOLBEAULT-ELMELET

A GEOMETRIAI LANGLANDS PROGRAM

A HITCHIN-MODULUSTER

Legyen Ex egy K-principdlis nyaldb X felett és E az indukalt
G-principalis nyaldb. Legyen

Mui(X, K)
az olyan (&, 0) parosok halmaza, amelyek teljesitik a

Foi —[0,0(0)] =0, 3°0=0

valés és komplex Hitchin-egyenleteket, Ad(Ek)-beli
mérce-transzformaciok erejéig.
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DE RHAI\I—HI_XH—IJI,}C'I
DOLBEAULT-ELMELET

A GEOMETRIAI LANGLANDS PROGRAM

A HITCHIN-MODULUSTER

Legyen Ex egy K-principdlis nyaldb X felett és E az indukalt
G-principalis nyaldb. Legyen

Muie (X, K)

az olyan (&, 0) parosok halmaza, amelyek teljesitik a

Foi —[0,0(0)] =0, 3°0=0
valés és komplex Hitchin-egyenleteket, Ad(Ek)-beli
mérce-transzformaciok erejéig.

TETEL (N. HITCHIN)

Muit(X, K) mint R-analitikus sokasag megegyezik M3 (X, G)-vel
és M3 (X, G)-vel is. Az | és J komplex struktiirak teljesitik az
1) = —JI relacict.
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A GEOMETRIAI LANGLANDS PROGRAM

HIiPER-KAHLER ES KOMPLEX SZIMPLEKTIKUS

Egy olyan sima sokasdgot, amelyen létezik két (g, /,w,) és
(g,J,w;) Kahler-struktira amelyek komplex szorzésaira teljesiil
IJ = —JI, hiper-Kahler sokasdgnak neveziink. Tehat, az /, J de
Rham és Dolbeault komplex struktirak ellatjdk My (X, K)-t egy
hiper-Kahler struktiraval.
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DE RHAI\I—HI_XH—IJI,}C'I
DOLBEAULT-ELMELET

A GEOMETRIAI LANGLANDS PROGRAM

HIiPER-KAHLER ES KOMPLEX SZIMPLEKTIKUS

Egy olyan sima sokasdgot, amelyen létezik két (g, /,w,) és
(g,J,w;) Kahler-struktira amelyek komplex szorzésaira teljesiil
IJ = —JI, hiper-Kahler sokasdgnak neveziink. Tehat, az /, J de
Rham és Dolbeault komplex struktirak ellatjdk My (X, K)-t egy
hiper-Kahler struktiraval.
Legyen

K=1J,

ésuef{l J K}ra
wy = g(u.,.).
Legyen tovabba

Q) =wy+iwk, Qy=wk—iw.

Ekkor €2, egy u-holomorf komplex szimplektikus struktdra.
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A GEOMETRIAI LANGLANDS PROGRAM

KARAKTERISZTIKUS POLINOM

Legyen G = GI(r,C) és (&,0) egy Gl(r,C)-Higgs nyaldb X felett.
A Higgs-mez6t tekintsiik egy

0:&— ER®Kx

leképezésnek, ahol Kx az X kanonikus nyalabjat jeloli. Ekkor 6
karakterisztikus polinomja a t € Kx viéltozéban

Yolt) = det(6 + tlde) = £ + a1 (X)L 4+ -+ 2,1 ()t + a,(x)

valamely a; € HO(X, Kf?j) szelésekre.
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DOLBEAULT-ELMELET

A GEOMETRIAI LANGLANDS PROGRAM

HITCHIN-FIBRALAS A MODULUSTEREN

DEFINiCIO
A

r

H : M3, (X, Gl(r,C)) —>@H° (X, K

(5,0)»—>(31,...,ar)

leképezést Mp (X, Gl(r,C)) Hitchin-leképezésének, az affin
képteret a leképezés alapjanak nevezziik. Az alap egy rogzitett
bazisdban H komponenseit Hy, ..., Hy-vel jeloljik.
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DOLBEAULT-ELMELET

A GEOMETRIAI LANGLANDS PROGRAM

HITCHIN-FIBRALAS, II.

Tetszbleges G struktira-csoport esetén valasszunk a g feletti
ad-invarians polinomoknak egy p1, ..., px bazisat, és legyen
d; = deg(p;). Ekkor minden 6 Higgs-mezére pontonként
alkalmazva a polinomokat kapjuk a

k
H: Mia(X, G) — @D HO(X, K%
j=1
(€,0) = (p(0(x)), - -, pu(6(x)))
mérce-invarians Hitchin-leképezést.

PELDA

G = SI(r, C) esetén egy Higgs-nyaldb egy olyan (&, 0) paros, ahol
£ determinans-nyaldbja rogzitett és tr(f) = 0. Tehat, itt a
leképezés alapja EBJfZQHO(X, K.
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DOLBEAULT-ELMELET

A GEOMETRIAI LANGLANDS PROGRAM

A7 INTEGRALHATO RENDSZER

TETEL (N. HITCHIN)

A H leképezés az M (X, G) téren egy algebrailag teljesen
integralhaté Hamilton-féle rendszert alkot. Azaz:

> A leképezés alapjanak d dimenzidja megegyezik
3 dim(Mp, (X, G))-vel.

> Hi,...,Hy az Q, komplex szimplektikus struktiirdra nézve
Poisson-kommutalnak.

» dHi A --- N dHy majdnem mindenhol nemeltiiné.

> A leképezés fibrumai majdnem minden pontban d-dimenziés
Abel-féle sokasagok nyilt halmazai, az Xy, ..., XH,
Hamilton-féle vektormezbk pedig linedrisak.
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DOLBEAULT-ELMELET

A GEOMETRIAI LANGLANDS PROGRAM

A7 ABEL-FELE ESET

Legyen E egy trividlis principalis C*-nyaldb X felett. Ekkor
deg(E) = 0, és az E-n értelmezett holomorf struktdrdkat
ekvivalencia erejéig a Jac(X) = T2€ Jacobi-sokasdg paraméterezi.
Rogzitett £ holomorf vonal-nyaldbon egy 6 Higgs-mez6 egy
holomorf 1-forma: 6 € H(X,Q}). Minden Higgs-nyalab stabil.
Ismert, hogy

Te Jac(X) = HYY(X, C),
ami a Serre dualitds miatt izomorf H1.0(X, C)*-val. Tehdt,

sDol()<7 G) =T JaC(X)v

a Liouville holomorf-szimplektikus struktiraval: ha q',...,q¢
holomorf koordinatdk Jac(X)-en és py, ..., pg a dudlis koordinatak
T Jac(X)-en, akkor

QJ:quj/\dpj.
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A GEOMETRIAI LANGLANDS PROGRAM

A7 ABEL-FELE ESET, II.

A Hitchin-leképezés
H: T* Jac(X) — HY°(X, C),
(ql)"'ﬂqgaph'")pg) = (p17"‘7pg)

fibrumai Jac(X)-szel izomorf holomorf Lagrange-féle téruszok
(J,8,)-re nézve. A H; = p;-hez rendelt Xy, Hamilton-féle

P 9
vektormezé Jac(X)-en R
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DOLBEAULT-ELMELET

A GEOMETRIAI LANGLANDS PROGRAM

A7 ABEL-FELE ESET, II.

A Hitchin-leképezés
H: T* Jac(X) — HY°(X, C),
(q17"'7qgap17"'7pg) = (p17"‘7pg)

fibrumai Jac(X)-szel izomorf holomorf Lagrange-féle téruszok
(J,8,)-re nézve. A H; = p;-hez rendelt Xy, Hamilton-féle
vektormezé Jac(X)-en (%j.

Topologikusan

T* Jac(X) = (S1)% x R% =~ (S! x R, )% = (C*)%

az exponencialis leképezésen keresztiil, és az | komplex struktira a
C*-komponenseket hagyja invariansan.
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A GEOMETRIAI LANGLANDS PROGRAM

A7 ABEL-FELE ESET

Rogzitslink egy xg € X pontot. Ekkor kapunk egy izomorfizmust:
Pic®(X) = Pic}(X).
Tovabb3a, az
i X — Jac(X)
x = Ox(x — xp)
Abel-Jacobi leképezés indukal egy
TP(X, x0) = m1(Jac(X)) = 2%,
izomorfizmust, ahonnan pedig
Mgr(X, C*) = R(m(Jac(X)), C*) = (C*)%€
D — Fp.
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A GEOMETRIAI LANGLANDS PROGRAM

A7 ABEL-FELE ESET, II.

Legyen
Hiy = {(x, L, L(x))} € X x Jac(X) x Jac(X),
a kovetkezo vetitésekkel:

m3(x, L, L(x)) = L(x) ma(x, L, L(x)) = (x,L).
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A GEOMETRIAI LANGLANDS PROGRAM

A7 ABEL-FELE ESET, II.

Legyen
Hiy = {(x, L, L(x))} € X x Jac(X) x Jac(X),

a kovetkezo vetitésekkel:

m3(x, L, L(x)) = L(x) ma(x, L, L(x)) = (x,L).
Legyen

Hi : R(m1(Jac(X)),C*) — R(mi(X x Jac(X)),C*)
F — (m12)«m3F

az 1-rangl Hecke-operator.
ALLiTAsS
Ekkor minden D € Myr(X, C)-re Fp egy Hecke-sajatkéve D
sajatértékkel, azaz H1(Fp) = DX Fp.
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A GEOMETRIAI LANGLANDS PROGRAM

A MAGASABB RANGU ESET

Legyen G = GI(r,C) és nevezzilk M(X, G)-nek az E-n értelmezett
holomorf nyaldbok modulusterét valamely E principdlis G-nyaldbra.
Legyen most minden 1 < j < r-re

Hi = {(x,L, 1)} € X x M(X,G) x M(X, G),

ahol _
0O—-L—-Ll'—-a'C,—0.
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A GEOMETRIAI LANGLANDS PROGRAM

A MAGASABB RANGU ESET

Legyen G = GI(r,C) és nevezzilk M(X, G)-nek az E-n értelmezett
holomorf nyaldbok modulusterét valamely E principdlis G-nyaldbra.
Legyen most minden 1 < j < r-re

Hi = {(x,L, 1)} € X x M(X,G) x M(X, G),

ahol _
0O—-L—-Ll'—-a'C,—0.

Hasonléan Hi-hez, értelmezhet6 a
Hi: DP(M(X, E)) — D2(X x M(X, E))

Hecke-operator, ahol D? a D-modulusok derivalt kategériaja.
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A GEOMETRIAI LANGLANDS PROGRAM

A MAGASABB RANGU ESET, II.

Legyen D egy irreducibilis lapos Gl(r, C)-konnexié X-en. Azt
mondjuk, hogy F € D?(M(X, G)) egy Hecke-sajatkéve D
sajatértékkel, ha minden J-re

HI(F) = (ND)X F.
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A GEOMETRIAI LANGLANDS PROGRAM

A MAGASABB RANGU ESET, II.

Legyen D egy irreducibilis lapos Gl(r, C)-konnexié X-en. Azt
mondjuk, hogy F € D?(M(X, G)) egy Hecke-sajatkéve D
sajatértékkel, ha minden J-re

HI(F) = (ND)X F.
TETEL (FRENKEL-GAITSGORY-VILONEN)

Minden D irreducibilis lapos Gl(r, C)-konnexidra létezik egy Fp
irreducibilis Hecke-sajatkéve M(X, G)-n D sajatértékkel.
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A GEOMETRIAI LANGLANDS PROGRAM

FIZIKAI INTERPRETACIO

Hitchin-fibrdlds: T*M(X, G) C Mui(X, G) nyilt részhalmaz.

A-modell: Myt (X, G), szimplektikus struktira: wg;
D-modulusok M(X, G)-n «~ A-hdrtydk Mpy;(X, G)-en;
Hecke-operator «~ 't Hooft-operator;

Hecke-sajatkéve «~» mdgneses sajdthértya.
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A GEOMETRIAI LANGLANDS PROGRAM

FIZIKAI INTERPRETACIO

Hitchin-fibrdlds: T*M(X, G) C Mui(X, G) nyilt részhalmaz.

A-modell: Myt (X, G), szimplektikus struktira: wg;
D-modulusok M(X, G)-n «~ A-hdrtydk Mpy;(X, G)-en;
Hecke-operator «~ 't Hooft-operator;

Hecke-sajatkéve «~» mdgneses sajdthértya.

B-modell: Mpi(X,t G), komplex struktdra: /;
(E,D) € Mui(X,t G) 2 Myr(X,! G) e~ B-hartya.
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A GEOMETRIAI LANGLANDS PROGRAM

FIZIKAI INTERPRETACIO

Hitchin-fibrdlds: T*M(X, G) C Muit(X, G) nyilt részhalmaz.
A-modell: Myt (X, G), szimplektikus struktira: wg;
D-modulusok M(X, G)-n «~ A-hdrtydk Mpy;(X, G)-en;
Hecke-operator «~ 't Hooft-operator;

Hecke-sajatkéve «~» mdgneses sajdthértya.

B-modell: Mpi(X,t G), komplex struktdra: /;
(E,D) € Mui(X,t G) 2 Myr(X,! G) e~ B-hartya.

T-dualitds: B-hartya (E, D) — A-mégneses sajathartya Fp;
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A GEOMETRIAI LANGLANDS PROGRAM

FIZIKAI INTERPRETACIO

Hitchin-fibrdlds: T*M(X, G) C Mui(X, G) nyilt részhalmaz.

A-modell: Myt (X, G), szimplektikus struktira: wg;
D-modulusok M(X, G)-n «~ A-hdrtydk Mpy;(X, G)-en;
Hecke-operator «~ 't Hooft-operator;

Hecke-sajatkéve «~» mdgneses sajdthértya.

B-modell: Mpi(X,t G), komplex struktdra: /;
(E,D) € Mui(X,t G) 2 Myr(X,! G) e~ B-hartya.

T-dualitds: B-hartya (E, D) — A-mégneses sajathartya Fp;
Geometriai Langlands «~ 4-d elektromos-magneses dualitas!
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A GEOMETRIAI LANGLANDS PROGRAM

LANGLANDS-DUALITAS

Legyen (3V @ hY, X, R) a G gydkrendszere, ahol
> 3 a g centruma
> b a g félig-egyszerii részének egy Cartan-részalgebrdja

» X C3V@hY a G megfeleld maximilis téruszanak
karakter-racsa

» R C bV pedig a gyokok halmaza.

Egy Osszefliggd reduktiv algebrai csoportot egyértelmiien
meghatadroz a gyokrendszere.
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A GEOMETRIAI LANGLANDS PROGRAM

LANGLANDS-DUALITAS

Legyen (3V @ hY, X, R) a G gydkrendszere, ahol
> 3 a g centruma
> b a g félig-egyszerii részének egy Cartan-részalgebrdja
» X C3V@hY a G megfeleld maximilis téruszanak
karakter-racsa
» R C bV pedig a gyokok halmaza.
Egy Osszefliggd reduktiv algebrai csoportot egyértelmiien

meghatadroz a gyokrendszere.

DEFINICIO
A G csoport Langlands-dudlisa az a LG csoport, amely

gyokrendszere (3 @ b, XV, RY).
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A GEOMETRIAI LANGLANDS PROGRAM

NEHANY LANGLANDS-DUALIS PAR

PELDA
> G = GI(r,C), LG = GI(r, C).
» G =SI(r,C), LG = PGI(r, C).
> G =50(2r+1,C), LG = Sp(2r, C).
> G=G, LG = G
» L(LG) = G.
» Z(G) = 711(LG) minden félig-egyszerii G-re.
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