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Bevezetés

Forgo csillagok kiils6 tere vagy forgo fekete lyukak
Vakuum vagy elektrovakuum térid6

Izolalt forras — aszimptotikus siksag

Fejlédés végallapota: stacionaritas és tengelyszimmetria

Fekete lyuk: egyértelmien Kerr térid6

Csillag kuilsé tere: lehet Kerr, Tomimatsu-Sato, stb...
— Kerr quadrupélmomentuma tul kicsi
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TOrténeti attekintés

1915
1916

altalanos relativitaselmélet
Schwarzschild térid6

1916-18 Reissner-Nordstrom téridé — toltott Schwarzschild

1916

bels6 Schwarzschild térid6é
— 6sszenyomhatatlan folyadék

1931-35 Chandrasekhar-hatar

1939

1958
1962
1963
1965
1967

— fehér torpék tomege < 1.43 M,
Tolman-Oppenheimer-Volkoff hatar

— neutroncsillagok tdmege < ~ 2 Mg
Eddington-Finkelstein koorrdinatak — eseményhorizont
Newman-Penrose tetrad/spinor formalizmus
Kerr térid6
Kerr-Newman téridd — toltétt Kerr
Wheeler bevezeti a ,fekete lyuk” kifejezést

1965-70 Hawking-Penrose szingularitas tételek
1967-68 Boyer-Lindquist, Carter — maximalis kiterjesztés
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Elektrovakum térid6

3 + 1 dimenzids sokasag, gan metrika, Ay négyes potencial

térerbsség tenzor
Fab = vaAb - vbAa
Einstein-egyenletek
1 1
Rab - EgabR =2 <FachC - Zgachd FCd>

Maxwell-egyenletek
VbF® =0
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Szimmetria-transzformaciok

Legyen ¢; diffeomorfizmusok egyparaméteres csoportja
amelyet egy v vektormezé general

Egy T tenzormezd Lie derivaltja

et T T
LyT =Ilm | —
t—0 t

Ha ¢ egyparaméteres izometria csoport, azaz ¢;gap = Jab »
akkor v2 Killing vektor

LyGap = VaVp + VpVa =0

Teljesen szimmetrikus tenzor Ka, . a, = K(g,...a,) Killing tenzor,
ha
VKa,..an) =0
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Stacionarius térido

A téridd stacionarius, ha létezik oy egyparaméteres
izometriacsoport amelynek palyai idészerd gérbék
< létezik id6szer(i Killing vektor &2
sztatikus téridd: &2 hiperfellletre meréleges

Az ergoszféran belll az aszimptotikusan idészer( Killing vektor

térszer(ivé valik

— a horizonton kivil a forgasi Killing vektorral vett linearis
kombinacioja viszont idészerl marad

— lokalis stacionaritas”
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Stacionarius vakuum térido

Legyen f = —£%¢,

Bevezetjiik a rotacio vektort: w? = e3P ¢pe g
— mivel &aw? = 0 ez egy térszer( vektor

A vakuum Einstein-egyenletekbdl kovetkezik, hogy wia b = 0
— létezik egy w fliggvény, hogy wa = w s (Papapetrou, 1963)

ekkor definialhaté a komplex Ernst-potencial:
E=Ff+iw

A &2 stacionarius Killing vektor palyain indukalt h,,,, metrika és
&€ meghatarozza a térid6 g5, metrikgjat
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Stacionarius elektrovakuum

Bevezetjik a komplex 6nadjungalt térer6sségtenzort
Fly =Fap+iFap , Fap= %fabcd Fod
Ha L¢Fap = 0, definialhatunk egy komplex ¢ potencialt
§%Fdh = P

az Ernst-potencial ekkor a kévetkezéképpen definialhaté
(Harrison, Ernst, 1968)

é;ga == f7a —F'iu}a - :Zdbcb7a
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Stacionarius elektrovakuum téregyenletek

A stacionarius Killing vektor palyain definidlunk egy konform
transzformalt indukélt metrikat

hab = fQab + &alp — 7ap€” =0

az ehhez tartozé kovarians derivaltakat és gorbiileti tenzort
hasznaljuk a téregyenletek felirasara
(Harrison, 1968, Neugebauer, Kramer, 1969)

fAE = (VE+20V9)-VE
fAD = (VE+20V0) Vo

1 - . _ 2
Rab = 53 (E(a+200 @) (Ep) +200 ) + £ P )

aholf = Re& + oo
itt a valtozok hjy , £ és ¢
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Tengelyszimmetrikus térido

A téridd tengelyszimmetrikus, ha

o letezik x, egyparaméteres izometriacsoport amelynek
palyai zart térszer(i gérbék
@ léteznek fixpontjai x4-nek — szimmetriatengely

A szimmetriat +/2 térszeri Killing vektor generalja

Aszimptotikus siksag esetén a tengely |étezése garantalt
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Stacionérius és tengelyszimmetrikus térido

Ha a térid0 stacionarius és tengelyszimmetrikus, belathato,
hogy valaszthato6 oy és x, Ugy, hogy hatasuk felcserélheto:
oo X =X oot (Carter, 1970, Szabados, 1987)

Killing vektorok kommutélnak [¢, 4] = 0

Valaszthatunk illesztett koordinatakat, x® = (t, ¢, x2, x3)

8= Q : Y? = g :
ot ’ 0P
hogy a gan, komponensek ne fiiggjenek t-t6l és ¢-tol

Tétel: Elektrovakuum térid6ben a £2-ra és )3-ra merdleges
kétdimenzids sikok integralhatéak (egy felliletsereg érintdi)
(Papapetrou, 1966, Kundt, Trimper, 1966)

Bizonyitas: Frobenius tétel alkalmazasa
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Stacionarius és tengelyszimmetrikus tér metrikaja

x2 = (t,¢,x2,x3)  (Lewis, 1932, Papapetrou, 1953)

—f W 0 0
lw x o o
9b=1 0 o thyy  Thps
0 0 #hyy thgs
ahol f, W, X, hyy, hog és haz csak x? és x3-tol fuiggenek
t— -t ¢ — —¢ invariancia

X helyett vezessik be a p fliggvényt:
PP =X 4+W2 — X= %(,02 —W?)
legyen x2 = p

legyen x3 = z a konstans p vonalakra meréleges koordinata
z — Z = f(z) szabadsag marad
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Weyl kanonikus koordinatak

Gj figgvény: W helyett w =W /f

ds? = —f (dt —wd¢)? + % |pPd¢? + 62" (dp? + Adz?) |

ahol f, w, v és A a p és z koordinatak fliggvénye

Elektrovakuum tériddben, T, @ = 0 miatt A = 0
— z atskalazhat6 hogy A = 1 legyen

Weyl kanonikus koordinatak:

ds? = —f (dt — wdg)? + % pPd? + € (dp? + dz?)|
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Stacionarius és tengelyszimmetrikus téregyenletek

ds? = —f (dt — wd¢)? + % [pzd ¢? + e (dp2 + dzz)]
a stacionarius Killing palyakon indukalt konform metrika
0> 0 0
hj =fgj +&§=| 0 e 0
0 0 e¥
az Ernst egyenletekbdl kiesik a ~ fliggvény

(ReE+PP)AE = (VE+20VP) - VE
(ReE+ ¢D)Ad = (VE+20VS) Vo

sik hattéren felirt egyenletként értelmezheték
védkuum esetén: RefAE =VE-VE (Ernst,1968)
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Kerr-Newman térid6 (1963, 1965)

Boyer-Lindquist koordinatak: (t, ¢,r, 6)

_ a22sin2 2asin®f (r2+a%2 - A
42 — _<Aa—s'”9>dt2_ (r+ )dtdqﬁ
Y )N
2 | A2\2  Aa2ain?
4 | 4a%)” — Aasin 0] sin?0d¢? + = dr? 4 Td6?
Y A
. Qr ) P cos 6 2, .2
A = 5 (dt—asm 9d¢>+ s [adt—(r +a)d¢]
ahol
Y = r24+a%cos?d
A = r’+a’+e?—2Mr

konstansok: M, a és e = vQ? + P?

15/32



Kerr-Newman téridd kicsit atcsoportositva

Boyer-Lindquist koordinatak: (t, ¢,r, 6)

ds? = —%[dt—asin29d¢]2+sn 9[

Y
Zdr? + ¥do?
R drt+

(r> +a%)d¢ — adt]

__Qr a2 P cos? 22
A = s (dt asin 9d¢)+ s [adt (r +a)d¢]
ahol
Y = r?®+a’cos?d

A = r’+a%>+e?—2Mr

konstansok: M, a és e = vQ? + P?
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A Kerr-Newman téridd Ernst potencialja (P=0)

2M e

E=1-—, 6= ——
r —iacosd r —iacosé

attérés (r, 0) Boyer-Lindquist koordinatakrol (p, z)
hengerkordinatakra

p=VAsing , z=(r—m)cosd

ahol A =r2+a2+e2—2Mr
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A Kerr téridd Ernst potenciélja

Bevezetlink egy transzformalt Ernst potencialt

1-¢
1+ €

ekkor a Kerr téridére  (Ernst, 1968)

§

13 , pP+g’=1, a=Mq

~ px —iqy

Az attérés (x,y) lapult szferoiddlis kordinatékrol (p, z)
hengerkoordinatakra

P =20 -1y, z=x

ahol o egy konstans (Kerr esetén o = Mp)
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Tomimatsu-Sato téridok (1972)

Ernst-potencidl tort-polinom alaku lapult szferoidalis
kordinatakban

paraméterek: p2 + g2 = 1 és § pozitiv egész
o=1La=px—igy, =1 (Kerr)
0= 2:
a = p’(x*—1)—2ipaxy(x* —y?) +q*(y* - 1)
B = 2px(x* 1) - 2igy(1-y?)

19/32



Ortonormalt tetrad
{Ea} ={Ea,t} , Ea-Eg=10dop , t-t=-1, E,-t=0
Komplex null-tetrad ~ (Newman-Penrose,1962)
{ea}=(m,m,Lk) , k-l==-1, m-m=1, tobbi0
kapcsolat

\/Em:El—iEz R \/Erﬁ:El—l-lEz
V2 =E;—E3 ., V2k=E,;+Ej
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A goOrbuleti tenzor felbontasa

Rabcd = Cabcd + Eabcd + Gabcd

ahol
1
Eabcd = > (JacSbd + Ibd Sac — Gad Sbc — IbcSad)
1
Gabed = ER (9acObd — GadTnc)

1
Sab = Rap— ZRgab

Canca Weyl tenzor, spurmentes: C%_, =0
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A Weyl tenzor komplex null-tetrad komponensei

\UO = Cabcd kambkcmd 3 \U3 = Cabcd kalbmcld
\Ul = Cabcd kalbkad 5 ‘U4 = Cabcd malbmcld
\Uz = Cabcd kambmcld
WV, valtozasa | vektor korili komplex null-forgatasokra
b= Wo+4EV; + 6E%, + 4E3V;3 + E*4uy

ahol az E komplex szam megvalasztasaval k az | vektoron
kivul barmely valés null-vektorba atvihetd
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A Petrov osztalyozas

A Wely tenzor k principalis null-iranyait keressiik
(Petrov, 1954, Penrose, 1960)

k[eCa]bc[d kf]kbkc =0 < Vo= Cyy kambkcmd =0
ez egy | korili komplex null-forgatassal érhet6 el
W + 4E W, + 6E24, + 4E3W; + E4W, =0

a negyedfokl egyenlet tdbbsz6rds gytkei tdbbszords
sajatirdnyoknak felelnek meg

A tBbbszords gyokok szama szerint kertilnek kildonb6zé Petrov
osztalyokba a térid6k
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Algebrailag specialis téridok

Ha van tobbsz6ros sajatirany, akkor a téridd algebrailag

specialis
(1,1,1,1) Petrov |
(2,2) Petrov D
(2,1,1) Petrov I
(3,1) Petrov I
(4) Petrov N

A Kerr-Newman téridé Petrov D osztalyu

Ismert az altalanos Petrov D Einstein-Maxwell megoldas
kozmolégiai konstanssal (Debever, Garcia, 1982 — 84)

a kozmoldgiai konstanson kivil 6 paraméter (tdmeg, NUT,
forgas, gyorsulas, elektromos és magneses toltés)
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A Kerr-Newman téridd principalis null-iranyai

két ismételt sajatirany — Petrov D
TGN ALY AN AN
N A at A 0p ar
a r? 4 a? & a
n = — —
2y 2%

Y = r?+a’cos?d
A = r’+a%+e?-2Mmr

ahol

Killing tenzor: Kap = 2%laNp) + r%Tap »  V(aKbe) =0
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A Kerr-Newman metrika Kerr-Schild alakja

Jab = Mab — ZSkakb ahol Nab sik és Uabkakb = gabkakb =0

a metrika:

2Mr3 — e?r2

ds? = dx?+dy? +dz? —dt? + i a 222

dt + %dz

2
r a
t 2 5 (Xdx +ydy) — " a ———(xdy — ydx)]

a térer6sség tenzor

3

. . . er .
(FXt _”:yz’Fyt _IFZX7FZt —|ny) = )3(X,y,Z +Ia)

(r? +iaz

ahol ) ) )
X z
____:t_ki_ _% _— = 1
r2+a2 r?
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A Kerr metrika aszimptotikus alakja

ds? = dx?+dy?+dz? —dt? + 2TM(dt2 +dr?)
4Ma 1
—r—3(xdy —ydx)dt +O <r_3>

ahool r2 = x? 4+ y? 4 z2

@ M atdmeg
@ J = (0,0,Ma) az impulzusmomentum vektor
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Paraméterek a Kerr-Newman metrikaban

£2 stacionarius és )5 forgasi Killing vektor
valasszunk egy tavoli S gémbfellletet
5 [ €abcdFS4 = 4me  elektromos toltés
—& Js €abca VEET =M tdmeg

15— Js €abea VE¥? = Ma  impulzusmomentum
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Aszimptotikusan sik téridok

A £2 stacionarius Killing vektor palyai definialnak egy M
haromdimenziés sokasagot, és rajta egy konform transzformalt
indukalt metrikat, hay = fgap + £aép

(M, hi) sokasag aszimptotikusan sik, ha létezik (M, hy)

@ M = MUNA, ahol A a térbeli végtelennek megfeleld pont

Q hix = Q2hy, ahol Q C2 fuggvény M-n

@ Q-rateljesul, hogy

fz‘A — O, ESig2|A — 07
DiDkQ o = 2hik] a,
ahol D; a hix-hoz tartoz6 derival6 operator

(Penrose, 1965, Geroch, 1970)
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Multipélus-momentumok

Ernst potencialok konform transzformacioja

1-¢

=T £=27% . a=e(+9. 4=

§

Definialjuk az alabbi tenzormez6ket az M sokasagon
(Geroch 1970, Hansen 1974)

PO = ¢ vagy §

pH — BHpO
(n+1) N O 5 p(n-1)
Piipinis = € |PinaPiy iy — En(Zn - 1)RI1IzPi3...in+1

ahol C a szimmetrikus spurmentes rész képzését jelenti,
D; a hij-nak megfeleld kovarians derivalas,
R;; a hic-hoz tartozé Ricci-tenzor.
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Multipélus-momentumok (2)

A multipélus-momentum tenzorok a Pi(:.).in tenzormezéknek a A
pontban felvett értékei

MM —pM

|1 an T |1 |n|A
valos rész tbmeg, képzetes rész forgasi momentumok

Tengelyszimmetrikus tér esetén legyen n? a tengely irdnyu
egységvektor a A pontban — a momentumtenzorok konstans
szorz6tdl eltekintve C [n'2...n"] |\ alaktak

Skalar momentumok

pziMm

i
1..nh
I7.. In

Kerr-Newman térid6: P, = M(ia)" , Qn = e(ia)"
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Unicitas tételek

Stacionarius fekete lyuk horizontja S? topol6giaju
(Hawking, 1972, Hawking, Ellis 1973, Chrusciel, Wald, 1994)

stacionarius (elektro)vakuum téridd:
ha van ergoszféra akkor tengelyszimmetrikus
ha nincs ergoszféra akkor sztatikus
(Lichnerovitz, 1955, Hawking, Ellis 1973, Hajicek, 1973
Mdller zum Hagen, 1970, Carter, 1973)

sztatikus vakuum: Schwarzschild térid6 (Israel, 1967,
Mdller zum Hagen, Robinson, Seifert, 1973, Robinson, 1977)

sztatikus elektrovakuum: Reissner-Nordstrom (Israel, 1968)

tengelyszimmetrikus stacionarius (elektro)vakuum:
Kerr-Newman téridd
(Carter, 1971, Robinson 1975, Mazur, 1982, Bunting)
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