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CMS modellek

Mozgasegyenletek: (m =1), ;= p;, Ti = %
n
pi=—) Vw-x;), i=1..n
i=1
9/2 9/2
v(x v
() x? sinh”

L-M pér: L=Lt, M=-M*, L=[M,I]

L — Di 623 + ( 5zj) O‘(xi o xj) 1<) Lij - L;k@

Mij = 0ij - z: B(xi — xm) — (1= 6i5) &' (i — ;)

m=1,m%#1

a(x) és [(x) figgvényegyenleteket elégitenek ki:

o/ (y) alz) — aly) & (z) = aly + 2) (By) — B(2))



L = LT hermitikus =  )\; sajatértékek valdsak

L =[ML = \(t) =0 sajatértékek mozgésallanddk
IS.

—0 T 1y sy 7 s . . ,
v(z) gx—/f végtelenil” taszité magu kolcsonhatds
v(z) =30 igy azt varom, hogy t — Zoo-ben az osszes

részecske végtelenul tavol lesz egymastdl:

t— —00: lz; —x;| — o0 Vi,j parra

a mozgasegyenletekbdl kovetkezik, hogy:

lim p; =0, lim p;(t) =p;

t——o00 t——o00

lim x;(t) =p; t+x, +.

t— —0o0

Indexeljuk a részecskéket: p, >p ;> --->p;, —
wn<xn_1 < © e <ZC1




t — —oo-beli nemeltiind aszimptotikdt 2n db paraméter
jellemzi:

{pz =1 {:EO’L 1=1
lim a(z) =0 — t lim L;;(t) = p; 0ij + -
ebbdl: ANi =Dy 1=1,...,n

Teljesen hasonlé érvelés a ¢ — +o0o limeszben:

mozgdsegyenletbsl:  lim p;(t) = p;

t——4o0

lim a;(t) =p t+ad + ..

t— o0

+ + +
P, P P4 N
' ' ................... ‘
In In—1 L1

Indexelés: pf > p; > ... > pr  kimend éllapot, mivel a
potencidl taszitd magu és a co-ben lecsengd, a részecskék nem
elozhetik meg egymast.

t——+4o0

Lij —= p; 0;ij +... miatt {p/}* , az L sajatértékei.

sajatértékek idéfiiggetlenek: = {p}7_, = {p; }7",



indexelési konvenciét figyelembe véve:

p:_iﬂzpz-_:)\i 1=1,..,n



Mozgasallanddk

Lényegében: \;-k.

det(L + \- E) ZA” ™ (D, X)

lim I,,(p,x) = Z pi pij;oop;tm = IV (p*)

t—+oo
1<y <...<1m<n
A konstrukciobdl kovetkezik, hogy:

(I, HY = {In, I} =0 Yk,me{1,..n)

n db kolcsonosen Poisson-kommutalé megmaraddé mennyiségem
van.

Elsd néhany megmaradd mennyiség:

(©.@) )\_m
det(L+AE)=X"exp | » (-1)"*! ——Tr(L™)
m=1

n-edfokld polinom kifejtésébal:

Il(p> I( ) sz—



n

1
Lipx)=1"(p)~ Y ovlwi—w)=;P"—H
1<i<k<n

I3(p,x) = Iéo)(p) — Z piy v(xi, — xiy)  Stb.

1<i1<n
19<13
197F11 713

Klasszikus szdras

S
{pF, g )"

— ,.—\n
i z0itica — Lo fi=1
b + - i
Lattuk: Pr_iv1=p; t=1,..n
"Fazistolas" : A, =zt . —xr
. v O,n—i+1 Oz

a p, impulzusu részecskének hogyan valtozik az aszimptotikus
koordinataja.
"ldokésés" : At; = 21 id8vel siet vagy késik a szabad

mozgashoz képest.

2-részecske szoras

Két részecske 1 dimenzidoban mindig integralhatd, mert 2
db szabadsagi fokom van és hozzdjuk 2 db megmaradd
mennyiségem: a H és a P.



A fazistolas:

—qo
_ k
A = xag — Xgy = —qo + / dx <\/k2 o) 1) = A(k)

Hiperbolikus Sutherland: A(k) =

n-részecskés szdoras

Az S szdrasi transzformacid kanonikus:

{p1_7”7p7;7w617" 'CCO’H,} —>{p17'7pn>x017“ 'CCO’H,}

Lattuk: p::_jﬂ =D; 7=1,...,n
Legyen: xar’n_jﬂ = Tg; T4y i=1,...,n

S kanonikus = J, - A; =0 csak p;-tdl fugg

Lok

{w(—)i_,n—j—l—lvp:—k—l—l} = {5’753 +Ajp = {:vaj,p;} +{4,,p; }
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S kanonikus, ha: {A;,p, } =0 Vi, k

07 _
Oz, -

0

{Aj,pp}=—

A;=A(py,-..,p,) csak az impulzusoktdl fuggnek

Szdmoljuk ki ket olyan {xg;} konfiguracié mellett, amelyben
a 2-részecske utkozések elkulontlnek.

Dy > D,_1>...> Py > p; Indexelés esetén:
Top K Ty g K oo K Ty K gy aszimptotikus koordinatakat
valasztva 2-részecske utkozésekre esik szét az n-részecskeés

széras.  (barmely két aszimptotikus koordinata kulonbsége
tetszlegesen nagynak valaszthatd)

Példa: 3-részecske esete:

P3 P2 P1

Y

L 2 @ L 2
I3 I L1



1. szords a 3. és 2. kozott:
Szdrds elott:
ro("t = —00”) =py t+ Ty + - ..
r3("t —» —o0”) =p3 t+ o3+ ...

Széras utan:
To("t — +00”) =pit+al, + ...
To("t — +00”) =pFt+ads. ..

Definicidbdl: ZU(J)r,n_jH = o, + A

Def:  A(py —p3) = xdy — 7g3

23("t — +00") = p3 L+ o3 — Alpy —py) + -+
237t — +007) = py b+ Ty + Alpy —py) - -

Kovetkez0 utkozés: py, < pg > p; miatt az 1. és 2.
kozott lesz:

P2 p3 N P1
& L &
I3 9 1

Sz4ras elott:
zo("t — —00”) = py b+ o3 — Alps —py)+ ..

/ /

Py L02
r1("t — —00”) =py t+ x5 + - ..
Szdéras utan:
2o("t — +007) =py t+ 2o + Alps —py) + ...

r1("t — +00”) = p3 t+x03—A(ps —py ) —A(ps —p7 ) +...



Utolsé utkozés: p, > p; < p; miatt az 2. és 3. kozott lesz:

Széras elott:
23("t — —00”) = py b+ Toy+ Alps —py )+

!/ !/
p??_ B To3

12("t — —00”) = p; t+x9 +Alps —py )+
Py To

Széras utan:
z3("t — +00”) = py t+zo; +A(ps —p1) +AMpy —p1)+- -

To("t — +00”) = py t+x0y +A(ps —py ) —A(py —p7 ) +...

Tobb szdras nincsen!

P1 D2 P3
L 2 @ L 2
xr3 oy, X1

Végeredmény osszefoglalva:
21(t — +00) = p3 t+ x93 — Alps —py) — A
Za(t — +00) = py t + 2oy + Alpy —py) — Alpy —p7)
v3(t — +00) = py t+ 20y + Alpy —py ) + A



Fazistolasok:

zd = x5+ Az Ag=—A(p; —p7) — Alps —p3)
Top = Tgp + 82 Ao =—Alpy —pr)+ Ay~ pa)
55’03:7501+A1 Al:A(Zb —p1)+A(p3 _p1>

n-részecske esetén:

Ay =5, ;11— Tg; = ZA( —pi) = 2 A —pi)

71> 1<t

A generald fuggvény

P(2g;, 05 ) = bolwg;,p; ) + Sy )

0
Pn—iv1 = gb_ L= 17 ey T
oz,
O
+ _ R
xo’n_z_i_l —_— %? 1 = 17 ...,TL
1

wprz § :szpz

a valtozdk (indexek) sorrendjének a megvaltozasat irja le

~ 0¢o _ 099
Pp—it1 = O Ty = 8]7

11



S a fazistolasokat irja le

p

S == > al —p). u) = [ dEAE)

—4q0

n(p) =pqo— / dz (\/p? — 4v(z) — p)

— 00
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Milyen potencidlok konzisztensek az integralhatéssaggal?

Koveteljuk meg, hogy az impulzuson kivul legyen még egy
megmaradd mennyiségem:

{H, I3} =0

0
I3(p,x) = I?E )(p) - Z Piy 0(Tiy — Tiy)

1<i1<n
in<is
in7Ai1 i3
mn
{H I3} = > w(wy — ) [V (2 — 25) + 0/ (2 — a3)]
1,9<k
jitk

3-részecskére alkalmazva — egyenlet a potencialra:

r1—To=a, To—T3=b, x1—T3=a+b

v(a)[v' (b)+v"(a+b) |—v(b) [v'(a)+v' (a+b) [4v(a+b) [v'(a) =" (b))

v(a) v'(a) 1
= v(b) v'(b) 1 |=0.
via+b) —v'(a+b) 1
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Belathatd, hogy ha a w(x) kielégiti ezt az egyenletet, akkor
akarhany részecskére teljesiil, hogy {H, I3} =0

Legdltalanosabb megoldas: P (x) Weierstrass fliggvény
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Sz6

ras kvantumosan

2-részecske széras (h=m =1)

Schrodinger egyenlet:

e 10
2012 2013

+ oz — o) — E) b1, 22) = 0

Tartomany: T1 > To

Peremfeltételek:  1.)
2.)
Uj véltozdk:

L1 — X2

w(ib’l — ZCQ) = 0

|z1 — 22| — 00, 1 ~ sikhulldam

=x, T1+ T2 =Y

1 [ &2 0? 02 0%\ -

0> 0?
(~35 ~ 503+ v12) ~ B) d(w.9) =0

Megoldas:

bz, y) = ¢(z) - £(y)
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Paraméterezés: E =p? + k?

Paraméterek fizikai jelentése:

p = Prorar/2 teljes impulzus fele

k=221 3 relativ impulzus fele

Széras hiperbolikus potencialban

"Redukalt” Schrodinger egyenlet:

( 02 q/2

_ _|_ _
0x?  sinh®z

k2> o(x) =0, x>0, x=ux1— 2

Peremfeltételek: 1.) ¢(z=0) =0

Legyen: v(v—1)=

NI

Origdbeli viselkedés: ¢(xz) ~ ¥
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Keressiik a megolddst: ¢(z) = (sinhz) ™ f(2)

1
o
1 —e?
—1
T—0=2~—— —00
2x

2x

r—0o00 — 2z~ —e 7 —0

Differencialegyenlet f(z)-re:
d* a . .
{z(l — z)@—l—(zk—l—l)(l—Zz)%—(zk—l—l—y)(zk—l—z/)} f(z)=0,

Linearisan fuggetlen megoldasok:

fi(z) = oFy (ik+v,ik +1 —v, ik + 1, 2)

fQ(Z) = Z_ik 2F1 (1 — UV, U, 1 — Z]C, Z)

r— 0 (z— —o0) viselkedéshdl:

['(1—ik)['(2v — 1) I(1+ik)(1 — 2v)

A ¥ (T R L VG ¥ (P R Rt
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Szérds: x — oo (2 — 07) aszimptotikabdl:

(& (&

(v —ik) I'(v 4 k)

Szérasi amplitids:  d(x) ~ etk 4 e2in(k)—ika

T(1— k)T (v + ik)

n-részecskés szoras

I,,-ekben nincsen operator rendezési probléma

Pl. I3~ p; - v(w, — x45) i1 7 12 7 13

A

Kvantum operatorok: I, (pi, ;) — Ln(ps, ;)

Belsthatd: [fm(ﬁi,@),lk(ﬁi,:%i)]z(), Vi, k

n db megmaradé mennység — a hullamfuggvény n db
kvantumszammal jellemezhetd

fm(ﬁi,:%i)w(a:l, s Tp) = By (e, .., 10) 1<m<n

Feladat: n db operatort kell egyszerre diagonalizalnunk
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A Schrodinger egyenlet:

A

Hiy(x1,..,x0) = BY(xy, ..., 20)

e 33 g3t

1<J
Tartomany: x1 > x9 > ... > x,
—0
v(z) = ﬁ —  Y(, ;i =Ti11,...) =0

r—00

+ 0 < w(x) — 0 = folytonos a spektrum
1.) Tek. |z;| = 00, |x;j—2i01| = 00 Vi

ekkor v(z; —x;) =0 V 4,7

L ({i}. {&:}) — 15 ({p:})
i3 koa P> koja

0%y = = IOk} e

By, = I ({k:})

19



Ha o = (01,09,...,0,) az (1,2,..,n) egy permutacidja,
akkor:

En({ko}) = En({ki}) = I} ({k:})

n
Az energia: E =4 > k3
j=1

A hulldmfuggvény aszimptotikusan:

Széras: A,-k kapcsolata

2.) Tek. |z;—xip1| — o0 Vide |x; —xj41| =y = véges
valamely j-re

Ebben a limeszben a Hamilton operator:

Keressuk a hulldmfuggvényt:

H S%,l 21)-@(@j+xj41)-A(Y) Pko, (x) = ethor®
l#j#5+1
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Hv = Ev-b8| kdvetkezik, hogy:

0? 52 )
s + 2017 O v(y)] P(xj +zjr1) - oY) =

ky +ks
= T Gt g) - H()
0 p kaj - kd]-i-l : ~
(x4 241)2 P(Tj+Tj1) = 5 o(xj+Tj41)

Megoldds: @(z; 4+ z11) = € 7 (zj+2j41)

2 o) o = (M2 ) o

aszimptotikusan: ¢(y) ~ etky  o2in(k) g—iky Lo— 2% %41

Hulldmfuggvény aszimptotikus alakja:

) f: kgjﬂ?j Qin<kaj_];0j+1> 7 f: k&gﬂ?j

O — (, 045,05+1, )

o= (, Oj+1,035, )
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Ez minden o permutdciéra és minden (j,j + 1) szomszéd
parra fennall, ezért az aszimptotikus hulldmfuggvény alakjaban
szereplo A, amplituddék kifejezhetok egy rogzitett sorrendi
o9 = (1,2, ..,n) sorrendhez tartozé amplit(idébdl:

2i 3 7 (ki;kj>

Apy=1, => Ay=e <

k1 < ky<..<kp n(k) = —n(—k)

< 17 > jelenti: az osszes parcserét op-bdl o-ba

n-részecskés szérasi amplitido:

n
Ay, =1 —— e 77 bejovo hullam
ki—k - n
2t > 77( > ‘7> 02 kn—jyizy
Ay = e 'si==n — e I=1 kimend
hulldm
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Példa: 3-részecskés szdras

DDEF ka
(kg kg bogy)” =7€ 7

S(kl S(kl

k
(k17k27k3) £2) (k27k17k3) g (k27k3akl)

HET) g ko ky)  S(k) = e/

3-részecskés szorasi amplitudo:

2 (n(B572) +n(H578) 40 (5253))

Osszefoglalva: a CMS modellekben az n-részecskés szérds
az integrdlhatésag kovetkeztében - mind klasszikusan, mind
kvantumosan - egymast kovetd 2-részecske szdrasokra
faktorizalédik
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Bizonyitas:

L=ML-LM
A=ULU Y  A=diag(Ai,..., \)
L=U'AU+U'AU+U AU
ULU ' '=UU'A+A+AUU!
Masfelol:

UU '=1—=U0UU'+U0U'=0

Legyen: Q = UU 1 = —UU!
U EU = A [QA )
Mdsfeldl:

~

ULU'=[M,A] M=UMU"! (2)

(1) és (2) osszevetésébol:
A - QA = [MvA]

Diagonalis elemeket véve:

Q. Alis = [M,A);; =0
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