
Faktorizálható szórás a hiperbolikus

Sutherland modellben

Hegedűs Árpád (MTA-KFKI-RMKI)

Tematika

• Modellek

• Klasszikus elmélet:

• Megmaradó mennyiségek

• 2-részecske szórás

• N-részecske szórás

• Kvantummechanika:

• Megmaradó mennyiségek

• 2-részecske szórás

• N-részecske szórás



CMS modellek

Mozgásegyenletek: (m = 1), ẋi = pi, ẋi = dxi
dt

ṗi = −
n∑

i=1

v′(xi − xj), i = 1, ..., n

v(x) =
g/2

x2
v.

g/2

sinh2 x

L-M pár: L = L+, M = −M+, L̇ = [M,L]

Lij = pi δij + (1− δij)α(xi − xj) i ≤ j Lij = L∗
ji

Mij = δij ·

n∑

m=1,m6=i

β(xi − xm)− (1− δij)α
′(xi − xj)

α(x) és β(x) függvényegyenleteket eléǵıtenek ki:

α′(y)α(z)− α(y)α′(z) = α(y + z)
(
β(y)− β(z)

)

β(y) = β(−y)

v(x) = α(x)α(−x)
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L = L+ hermitikus =⇒ λi sajátértékek valósak

L̇ = [M,L] =⇒ λ̇i(t) = 0 sajátértékek mozgásállandók
is.

v(x)
x→0
−→ g/2

x2 ”végtelenül” tasźıtó magú kölcsönhatás

v(x)
x→∞
−→ 0 ı́gy azt várom, hogy t → ±∞-ben az összes

részecske végtelenül távol lesz egymástól:

t→ −∞ : |xi − xj| → ∞ ∀i, j párra

a mozgásegyenletekből következik, hogy:

lim
t→−∞

ṗi = 0, lim
t→−∞

pi(t) = p−i

lim
t→−∞

xi(t) = p−i t+ x−0i + . . .

Indexeljük a részecskéket: p−n > p−n−1 > · · · > p−1 =⇒
xn < xn−1 < · · · < x1

p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p pt

xn

-
p−

n

t

xn−1

-
p−

n−1

t

x1

-
p−

1
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t → −∞-beli nemeltűnő aszimptotikát 2n db paraméter
jellemzi:

{p−i }
n
i=1, {x−0i}

n
i=1

lim
x→∞

α(x) = 0 =⇒ lim
t→−∞

Lij(t) = p−i δij + . . .

ebből: λi = p−i i = 1, ..., n

Teljesen hasonló érvelés a t→ +∞ limeszben:

mozgásegyenletből: lim
t→+∞

pi(t) = p+
i

lim
t→+∞

xi(t) = p+
i t+ x+

0i + . . .

p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p pt

xn

-
p+

n

t

xn−1

-
p+

n−1

t

x1

-
p+

1

Indexelés: p+
1 > p+

2 > ... > p+
n kimenő állapot, mivel a

potenciál tasźıtó magú és a ∞-ben lecsengő, a részecskék nem
előzhetik meg egymást.

Lij
t→+∞
−→ p+

i δij + . . . miatt {p+
i }

n
i=1 az L sajátértékei.

sajátértékek időfüggetlenek: =⇒ {p+
i }

n
i=1 = {p−i }

n
i=1
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indexelési konvenciót figyelembe véve:

p+
n−i+1 = p−i = λi i = 1, .., n
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Mozgásállandók

Lényegében: λi-k.

det(L+ λ · E) =

n∑

m=0

λn−m Im(p,x)

lim
t→±∞

Im(p,x) =
∑

1≤i1<...<im≤n

p±i1 p
±
i2
...p±im ≡ I

(0)
m (p±)

A konstrukcióból következik, hogy:

{Im,H} = {Im, Ik} = 0 ∀ k,m ∈ {1, .., n}

n db kölcsönösen Poisson-kommutáló megmaradó mennyiségem
van.

Első néhány megmaradó mennyiség:

det(L+ λE) = λn exp

[
∞∑

m=1

(−1)m+1 λ
−m

m
Tr(Lm)

]

n-edfokú polinom kifejtéséből:

I1(p,x) = I
(0)
1 (p) =

n∑

i=1

pi = P
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I2(p,x) = I
(0)
2 (p)−

n∑

1≤i<k≤n

v(xi − xk) =
1

2
P 2 −H

I3(p,x) = I
(0)
3 (p)−

n∑

1≤i1≤n

i2<i3

i2 6=i1 6=i3

pi1 v(xi2 − xi3) stb.

Klasszikus szórás

{p−i , x
−
0i}

n
i=1

S
−→ {p+

i , x
+
0i}

n
i=1

Láttuk: p+
n−i+1 = p−i i = 1, .., n

”Fázistolás”: ∆i = x+
0,n−i+1 − x

−
0i

a p−i impulzusú részecskének hogyan változik az aszimptotikus
koordinátája.
”Időkésés”: ∆ti = ∆i

p−i
idővel siet vagy késik a szabad

mozgáshoz képest.

2-részecske szórás

Két részecske 1 dimenzióban mindig integrálható, mert 2
db szabadsági fokom van és hozzájuk 2 db megmaradó
mennyiségem: a H és a P .
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A fázistolás:

∆1 = x+
02 − x

−
01 = −q0 +

−q0∫

−∞

dx

(

k
√

k2 − 4 v(x)− 1

)

≡ ∆(k)

k = p−2 − p
−
1 > 0 q0 > 0 v(−q0) =

k2

4

Hiperbolikus Sutherland: ∆(k) = 1
2 ln

(
1− g

k2

)

n-részecskés szórás

Az S szórási transzformáció kanonikus:

{p−1 , .., p
−
n , x

−
01, ..., x

−
0n}

S
−→ {p+

1 , .., p
+
n , x

+
01, ..., x

+
0n}

Láttuk: p+
n−j+1 = p−j j = 1, ..., n

Legyen: x+
0,n−j+1 = x−0j + ∆j j = 1, ..., n

S kanonikus =⇒ ∂x−
0k

∆j = 0 csak p−j -tól függ

{x+
0,n−j+1, p

+
n−k+1} = {x−0j + ∆j, p

−
k } = {x−0j, p

−
k }+ {∆j, p

−
k }
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S kanonikus, ha: {∆j, p
−
k } = 0 ∀ j, k

{∆j, p
−
k } = −

∂∆j

∂x−0k

= 0

∆j ≡ ∆j(p
−
1 , ..., p

−
n ) csak az impulzusoktól függnek

Számoljuk ki őket olyan {x−0j} konfiguráció mellett, amelyben
a 2-részecske ütközések elkülönülnek.

p−n > p−n−1 > ... > p−2 > p−1 indexelés esetén:

x−0n ≪ x−0,n−1 ≪ ...≪ x−02 ≪ x−01 aszimptotikus koordinátákat
választva 2-részecske ütközésekre esik szét az n-részecskeés
szórás. (bármely két aszimptotikus koordináta különbsége
tetszőlegesen nagynak választható)

Példa: 3-részecske esete:

t

x3

-
p3

t

x2

-
p2

t

x1

-
p1
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1. szórás a 3. és 2. között:
Szórás előtt:
x2(”t→ −∞”) = p−2 t+ x−02 + . . .
x3(”t→ −∞”) = p−3 t+ x−03 + . . .

Szórás után:
x2(”t→ +∞”) = p+

2 t+ x+
02 + . . .

x2(”t→ +∞”) = p+
3 t+ x+

03 . . .

Defińıcióból: x+
0,n−j+1 = x−0j + ∆j

Def: ∆(p−3 − p
−
2 ) = x+

02 − x
−
03

x2(”t→ +∞”) = p−3 t+ x−03 −∆(p−3 − p
−
2 ) + . . .

x3(”t→ +∞”) = p−2 t+ x−02 + ∆(p−3 − p
−
2 ) + . . .

Következő ütközés: p−2 < p−3 > p−1 miatt az 1. és 2.
között lesz:

t

x3

-
p2

t

x2

-
p3

t

x1

-
p1

Szórás előtt:
x2(”t→ −∞”) = p−3︸︷︷︸

p−
′

2

t+ x−03 −∆(p−3 − p
−
2 )

︸ ︷︷ ︸

x−′

02

+ . . .

x1(”t→ −∞”) = p−1 t+ x−01 + . . .
Szórás után:
x2(”t→ +∞”) = p−1 t+ x−01 + ∆(p−3 − p

−
1 ) + . . .

x1(”t→ +∞”) = p−3 t+x−03−∆(p−3 −p
−
2 )−∆(p−3 −p

−
1 )+ . . .
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Utolsó ütközés: p−2 > p−1 < p−3 miatt az 2. és 3. között lesz:

t

x3

-
p2

t

x2

-
p1

t

x1

-
p3

Szórás előtt:
x3(”t→ −∞”) = p−2︸︷︷︸

p−
′′

3

t+ x−02 + ∆(p−3 − p
−
2 )

︸ ︷︷ ︸

x−′′

03

+ . . .

x2(”t→ −∞”) = p−1︸︷︷︸
p−

′′

2

t+ x−01 + ∆(p−3 − p
−
1 )

︸ ︷︷ ︸

x−′′

02

+ . . .

Szórás után:
x3(”t→ +∞”) = p−1 t+x−01 +∆(p−3 −p

−
1 )+∆(p−2 −p

−
1 )+ . . .

x2(”t→ +∞”) = p−2 t+x−02 +∆(p−3 −p
−
2 )−∆(p−2 −p

−
1 )+ . . .

Több szórás nincsen!

t

x3

-
p1

t

x2

-
p2

t

x1

-
p3

Végeredmény összefoglalva:
x1(t→ +∞) = p−3 t+ x−03 −∆(p−3 − p

−
1 )−∆(p−3 − p

−
2 ) + . . .

x2(t→ +∞) = p−2 t+ x−02 + ∆(p−3 − p
−
2 )−∆(p−2 − p

−
1 ) + . . .

x3(t→ +∞) = p−1 t+ x−01 + ∆(p−3 − p
−
1 ) + ∆(p−2 − p

−
1 ) + . . .
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Fázistolások:

x+
01 = x−03 + ∆3 ∆3 = −∆(p−3 − p

−
1 )−∆(p−3 − p

−
2 )

x+
02 = x−02 + ∆2 ∆2 = −∆(p−2 − p

−
1 ) + ∆(p−3 − p

−
2 )

x+
03 = x−01 + ∆1 ∆1 = ∆(p−2 − p

−
1 ) + ∆(p−3 − p

−
1 )

n-részecske esetén:

∆i = x+
0,n−i+1 − x

−
0i =

n∑

j>i

∆(p−j − p
−
i )−

n∑

j<i

∆(p−i − p
−
i )

A generaló függvény

φ(x−0i, p
−
i ) = φ0(x

−
0i, p

−
i ) + S(p−i )

p+
n−i+1 =

∂φ

∂x−0i

i = 1, .., n

x+
0,n−i+1 =

∂φ

∂p−i
i = 1, ..., n

φ0(x
−
0i, p

−
i ) =

n∑

i=1

x−0i p
−
i

a változók (indexek) sorrendjének a megváltozását ı́rja le

p+
n−i+1 =

∂φ0

∂x−0i

x−0i =
∂φ0

∂p−i
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S a fázistolásokat ı́rja le

S(p−) = −
n∑

i=1

η(p−i − p
−
j ), η(p) =

p∫

dξ∆(ξ)

η(p) = p q0 −

−q0∫

−∞

dx
(√

p2 − 4v(x)− p
)
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Milyen potenciálok konzisztensek az integrálhatóssággal?

Követeljük meg, hogy az impulzuson ḱıvül legyen még egy
megmaradó mennyiségem:

{H, I3} = 0

I3(p,x) = I
(0)
3 (p)−

n∑

1≤i1≤n

i2<i3

i2 6=i1 6=i3

pi1 v(xi2 − xi3)

{H, I3} =
n∑

i,j<k

j 6=i 6=k

v(xj − xk)
[
v′(xi − xj) + v′(xi − xk)

]

3-részecskére alkalmazva −→ egyenlet a potenciálra:

x1 − x2 = a, x2 − x3 = b, x1 − x3 = a+ b

v(a)
[
v′(b)+v′(a+b)

]
−v(b)

[
v′(a)+v′(a+b)

]
+v(a+b)

[
v′(a)−v′(b)

]

=

∣
∣
∣
∣
∣
∣

v(a) v′(a) 1
v(b) v′(b) 1

v(a+ b) −v′(a+ b) 1

∣
∣
∣
∣
∣
∣

= 0.
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Belátható, hogy ha a v(x) kieléǵıti ezt az egyenletet, akkor
akárhány részecskére teljesül, hogy {H, I3} = 0

Legáltalánosabb megoldás: P(x) Weierstrass függvény
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Szórás kvantumosan

2-részecske szórás (~ = m = 1)

Schrödinger egyenlet:

(

−
1

2

∂2

∂x2
1

−−
1

2

∂2

∂x2
2

+ v(x1 − x2)−E

)

ψ(x1, x2) = 0

Tartomány: x1 > x2

Peremfeltételek: 1.) ψ(x1 → x2) = 0

2.) |x1 − x2| → ∞, ψ ∼ śıkhullám

Új változók:

x1 − x2 = x, x1 + x2 = y

1

2

(
∂2

∂x2
1

+
∂2

∂x2
2

)

ψ(x1, x2) =

(
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2

)

ψ̃(x, y)

(

−
∂2

∂y2
−

∂2

∂x2
+ v(x)−E

)

ψ̃(x, y) = 0

Megoldás:
ψ̃(x, y) = φ(x) · ξ(y)

15



Paraméterezés: E = p2 + k2

(

−
∂2

∂y2
− p2

)

ξ(y) = 0, ξ(y) ∼ e±ipy

(

−
∂2

∂x2
+ v(x)− k2

)

φ(x) = 0, φ(x) ∼ e±ikx

Paraméterek fizikai jelentése:

p = PTOTAL/2 teljes impulzus fele

k = k2−k1
2 a relat́ıv impulzus fele

Szórás hiperbolikus potenciálban

”Redukált” Schrödinger egyenlet:

(

−
∂2

∂x2
+

g/2

sinh2 x
− k2

)

φ(x) = 0, x ≥ 0, x = x1 − x2

Peremfeltételek: 1.) φ(x = 0) = 0

2.) φ(x→∞) ∼ e±ikx

Legyen: ν(ν − 1) = g
2

Origóbeli viselkedés: φ(x) ∼ xν
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Keressük a megoldást: φ(x) = (sinhx)
−ik

f(z)

z =
1

1− e2x

x→ 0 =⇒ z ∼
−1

2x
→ −∞

x→∞ =⇒ z ∼ −e−2x → 0

Differenciálegyenlet f(z)-re:

{

z(1− z)
d2

dz2
+(ik+1)(1−2z)

d

dz
−(ik+1−ν)(ik+ν)

}

f(z)=0,

Lineárisan független megoldások:

f1(z) = 2F1 (ik + ν, ik + 1− ν, ik + 1, z)

f2(z) = z−ik
2F1 (1− ν, ν, 1− ik, z)

x→ 0 (z → −∞) viselkedésből:

f(z) =
Γ(1− ik)Γ(2ν − 1)

Γ(ν)Γ(ν − ik)
f1(z)−

Γ(1 + ik)Γ(1− 2ν)

Γ(1− ν)Γ(ik + 1− ν)
f2(z)
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Szórás: x→∞ (z → 0−) aszimptotikából:

φ(x)
x→∞
−→

Γ(2ν − 1)

Γ(ν)

{
Γ(1− ik)

Γ(ν − ik)
eikx −

Γ(1 + ik)

Γ(ν + ik)
e−ikx

}

Szórási amplitúdó: φ(x) ∼ eikx + e2iη(k)e−ikx

e2iη(k) = −
Γ(1 + ik)Γ(ν − ik)

Γ(1− ik)Γ(ν + ik)

n-részecskés szórás

Im-ekben nincsen operátor rendezési probléma

Pl. I3 ∼ pi1 · v(xi2 − xi3) i1 6= i2 6= i3

Kvantum operátorok: Im(pi, xi) −→ Îm(p̂i, x̂i)

Belátható:
[

Îm(p̂i, x̂i), Îk(p̂i, x̂i)
]

= 0, ∀m,k

n db megmaradó mennység −→ a hullámfüggvény n db
kvantumszámmal jellemezhető

Îm(p̂i, x̂i)ψ(x1, ..., xn) = Emψ(x1, .., xn) 1 ≤ m ≤ n

Feladat: n db operátort kell egyszerre diagonalizálnunk
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A Schrödinger egyenlet:

Ĥψ(x1, .., xn) = Eψ(x1, ..., xn)

Ĥ = −
1

2

n∑

j=1

∂2

∂x2
j

+
n∑

i<j

v(xi − xj)

Tartomány: x1 ≥ x2 ≥ ... ≥ xn

v(x)
x→0
−→ 1

x2 =⇒ ψ(..., xi = xi+1, ...) = 0

+ 0 ≤ v(x)
x→∞
−→ 0 =⇒ folytonos a spektrum

1.) Tek. |xi| → ∞, |xi − xi+1| → ∞ ∀i

ekkor v(xi − xj)→ 0 ∀ i, j

Îm({p̂i}, {x̂i}) −→ Î(0)
m ({p̂i})

Î(0)
m (p̂i) e

i
n

P

j=1
kσjxj

= I(0)
m ({ki}) e

i
n

P

j=1
kσjxj

Em = I(0)
m ({ki})
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Ha σ = (σ1, σ2, ..., σn) az (1, 2, .., n) egy permutációja,
akkor:

Em({kσi
}) = Em({ki}) = I(0)

m ({ki})

Az energia: E = 1
2

n∑

j=1

k2
j

A hullámfüggvény aszimptotikusan:

ψ(x1, .., xn) ∼
∑

σ

Aσ e
i

n
P

j=1
kσjxj

Szórás: Aσ-k kapcsolata

2.) Tek. |xi − xi+1| → ∞ ∀i de |xj − xj+1| = y = véges
valamely j-re

Ebben a limeszben a Hamilton operátor:

Ĥ = −
1

2

n∑

k 6=j 6=j+1

∂2

∂x2
k

−
∂2

∂(xj + xj+1)2
−

∂2

∂y2
+ v(y)

Keressük a hullámfüggvényt:

ψ(x) =
n∏

l 6=j 6=j+1

ϕkσl
(xl)·ϕ̃(xj+xj+1)·φ(y) ϕkσl

(x) = eikσl
x

20



Ĥψ = Eψ-ből következik, hogy:

[

−
∂2

∂(xj + xj+1)2
−

∂2

∂y2
+ v(y)

]

ϕ̃(xj + xj+1) · φ(y) =

=
k2

σj
+ k2

σj+1

2
ϕ̃(xj + xj+1) · φ(y)

−
∂2

∂(xj + xj+1)2
ϕ̃(xj +xj+1) =

(
kσj

+ kσj+1

2

)2

ϕ̃(xj +xj+1)

Megoldás: ϕ̃(xj + xj+1) = ei
kσj+kσj+1

2 (xj+xj+1)

[

−
∂2

∂y2
+ v(y)

]

φ(y) =

(
kσj
− kσj+1

2

)2

φ(y)

aszimptotikusan: φ(y) ∼ eiky+e2iη(k) e−iky k =
kσj−kσj+1

2

Hullámfüggvény aszimptotikus alakja:

ψ(σ)(k,x) = e
i

n
P

j=1
kσjxj

+ e
2iη

„

kσj−kσj+1
2

«

e
i

n
P

j=1
kσ̃j

xj

σ = (..., σj, σj+1, ...)

σ̃ = (..., σj+1, σj, ...)
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Aσ̃ = e
2iη

„

kσj−kσj+1
2

«

Aσ

Ez minden σ permutációra és minden (j, j + 1) szomszéd
párra fennáll, ezért az aszimptotikus hullámfüggvény alakjában
szereplő Aσ amplitúdók kifejezhetők egy rögźıtett sorrendű
σ0 = (1, 2, .., n) sorrendhez tartozó amplitúdóból:

Aσ0 = 1, =⇒ Aσ = e
2i

P

<ij>
η

„

ki−kj
2

«

k1 < k2 < .. < kn η(k) = −η(−k)

< ij > jelenti: az összes párcserét σ0-ból σ-ba

n-részecskés szórási amplitúdó:

Aσbe
= 1 ←→ e

i
n

P

j=1
kjxj

bejövő hullám

Aσki
= e

2i
P

1≤i≤j≤n
η

„

ki−kj
2

«

←→ e
i

n
P

j=1
kn−j+1xj

kimenő
hullám

S(k′,k) = e
2i

P

1≤i≤j≤n
η

„

ki−kj
2

«

n∏

i=1

δ(k′n−i+1 − ki)
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Példa: 3-részecskés szórás

(kσ1, kσ2, kσ3)” = ”e
i

P

j
xjkσj

(k1, k2, k3)
S(k1−k2)
−→ (k2, k1, k3)

S(k1−k3)
−→ (k2, k3, k1)

S(k2−k3)
−→ (k3, k2, k1) S(k) = e2iη(k/2)

3-részecskés szórási amplitúdó:

e
2i

“

η
“

k1−k2
2

”

+η
“

k1−k3
2

”

+η
“

k2−k3
2

””

Összefoglalva: a CMS modellekben az n-részecskés szórás
az integrálhatóság következtében - mind klasszikusan, mind
kvantumosan - egymást követő 2-részecske szórásokra
faktorizálódik
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Bizonýıtás:

L̇ = M L− LM

Λ = U LU−1 Λ = diag(λ1, ..., λn)

L̇ = U̇−1 ΛU + U−1 Λ̇U + U−1 Λ U̇

U L̇ U−1 = U U̇−1 Λ + Λ̇ + Λ U̇U−1

Másfelől:

U U−1 = 1 =⇒ U̇ U−1 + U U̇−1 = 0

Legyen: Q = U̇U−1 = −UU̇−1

U L̇U−1 = Λ̇− [Q,Λ] (1)

Másfelől:

U L̇U−1 = [M̃,Λ] M̃ = U M U−1 (2)

(1) és (2) összevetéséből:

Λ̇− [Q,Λ] = [M̃,Λ]

Diagonális elemeket véve:

Λ̇ii = λ̇i = 0

[Q,Λ]ii = [M̃,Λ]ii = 0
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