Az AdS/CFT Bethe egyenletei
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Tematika

e Emlékezteto

e SU(2) szektor 1-hurok rendben (XXX
Heisenberg lanc)

e SU(N) spinlanc és a Nested Bethe
Ansatz

e SU(2) szektor magasabb hurok
rendekben és az aszimptotikus Bethe
Ansatz

e SU(N) spinlanc hosszihatétavolsagu
kolcsonhatasokkal

e Az AdS/CFT Bethe Egyenletei



Emlékezteto

SYM operatorok «—— Spin lanc +— AdS-en mozgd hir
anomalis dimenziék «—— energiak «— energidk
keveredési matrix «—— Hamilton operator
Integralhaté spinlanc spektruma — Bethe Ansatz

Eldaddas célja az AdS/CFT spinlanc diagonalizdlasdhoz
szukséges koordindta Bethe Ansatz technika bemutatdsa

Az SU(2) szektor 1-hurok rendben

Az SU(2) szektor keveredési matrixdt 1-hurok rendben az

izotrop X X Xy /o Heisenberg lanc Hamilton operatora irja le
(Minahan, Zarembo '03)

Azonositas: T «— Z | — W

Allapotok: | L1111 ... 1) —— TrH(ZZWWW...ZW)

X L
Hamilton operator: H = ) H; ;41
=1

Elsdszomszéd kolcsonhatas: Hl,l—|—1 = Il,l—i—l — Pl,l—i—l



Példa: Hio| 11) = Hi2| [1) =0  Hio| TL)=1[11)—111)

A Tr ciklikus — periodikus hatarfeltétel +
transzlacidinvariancia: et = 1.

Feladat: keressiik a H sajatértékeit: H ) = E|i)).

Eszrevétel: a H megorzi a | és | spinek szamat.
nt +n; = L a racspontok szama.

Miért kell "intelligens” eljards, Bethe Ansatz?

Ha az n; = fix szektorban diagonalizalunk akkor egy

L L . : o
X matrixot kel diagonalizalni.
T T

L

Pl: L =20 ns = 10 akkor (
ng

) ~ 200000

Intelligens eljards: Koordinata Bethe Ansatz (Bethe 1931)

4 5 1épésbdl 4ll:

1.) Taldljunk egy "trividlis” sajatallapotot. (vakum)
2.) Keressiik meg az 1-részecske allapotokat
3.) Vizsgéljuk a 2-részecske problémat és taldljuk meg
a 2-részecske S-matrixot.
4.) 2-részcske S-matrix —— m-részecskés hullamfuggvény.



1. 1épés: trivialis vakum: | T ... T) = |F)).
Teljesen ferromdagneses &llapot: H|F) = 0.

1-részecske allapotok: [f], n]=0— 1 leforditott spin

L
W)= 3 Amoy|F)  oplF) =111 LT 1)

n.

Sajatérték egyenlet: ﬁw) = F1|vy).
2A(n) —A(n—1)— A(n+1) = E1A(n).

megold3s: A(n) = etkn

F, = 4sin? %

Energia valéssaga: k€ R

A hulldmfuggvény azonos minden & — k + 2nl, F{ € Z
impulzusra, igy —m < k < m. Ez a diszkrétség kovetkezménye.

Periodikus hatarfeltételek: o, =0,

An+ L) = A(n) — e*L = 1 "primitiv’ Bethe
egyenlet.

L db megoldas: k, = 27£,  —

ot~

<l(<%t ez

ko

Energia: Ey = 4 sin? 5 Impulzus: Py = ky



SYM: e*ft =1 feltételt kell kirdni, igy csak az £ =0, k=0
megoldas elfogadhatd.

Ero=0 — 06D =0.

2-részecske allapotok

V=2, Almnz)oyonF) 1T L L T)

ng. na.

H|Y) = Bo1))

Hani <ng—1:

2A(n1,n2) — A(ny — 1,ng) — A(ny + 1,n2)  +
2A(n1, ng) — A(nl, no — 1) — A(nl, N9 + 1)

EsA(nqy,ng)
Hany =no —1:

2A(ny,n+1)—A(n1—1,n1+1)—A(ny, n1+2) = EsA(nq,n1+1).
Ansatz: A(nq,ng) = ajgettmitikanz 4 gy, gthenitiking

Els6 egyenletbdl: Es = E1 (k1) + E1(k2)

Mdasodik egyenletbél: 91 = S(kl, kg)a,lg

3 s/ s - 7= L ei(k1+k2)_2€ik2+1
szérasi fazis": S(ki, ko) = — STy oL



Fizikai kép:

k1 ko ko k1
— > < - — >
ai2. ¢ o Sais:
ni n2 ny N2

Szérds: impulzust cserélnek, taszitjak egymast

Mdsképpen: irjuk at a hullamfuggvényt:

)= 3 A(ni,ne)o;, o | F)

ni,n

A(ny,ng) = {a120(na — n1) + a210(ng — ng) petkrmitikens

k1 ko ko k1
—_— - D —_—
ai2. ° — Sais:
ni na na2 N

Szérds: helyet cserélnek

Periodikus hatarfeltételek:

A(0,nz) = A(L,ng) — e™ME = S(ky, k1)
A(nl, O) = A(nl, L) — eikQL = S(kl, kg)
Azonossag: S(ky,ko)S(ko, k1) =1

SYM: ciklikussdg: e*(F1tk2) — 1



legyen: k1 = —ko =k
Bethe egyenlet: et*t = S(—k, k)

Megoldds: ky = 22% (e {l,..,L—1}

- _ - 2 7/
Energia: £y = 8sin” 7.



m-részecskés altalanositas

Wy= > A(na,.onm)oy, 0, |F)
NY1,y---sTm

Ay, .,nm) =S ap O(n,) exp | i Y. kiny
P j=1
P az (1,2,...m) egy permutacidja

1, ha np <np, <..<np,

O(np) = {

A kulonbozo részecskesorrendekhez tartozé amplitidok kozott
az S-matrix teremt kapcsolatot, ha:

0 egyébként

P=(p1,-,%, 7, ---Pm)

P'= (p1, .y Js iy o)

csak egy szomszedos par cseréjében kulonboznek, akkor:
apr = S(ki, kj)ap

A Py = (1,2,..,m)-hez tartozé ap, amplitidébdl az osszes
ap amplitudé egyértelmiien eldallithatd.



Pl. 3-részecske hulldmfuggvény

A(ni,ng, ng) = etfrmtikenatiksng o 0.0(123) 4 aq130(213) +
a1329(132) + a2316(231) + a3129(312) + a3219(321)}

a193 = 1 normalas
(213) =7(123) — (213)"  ans = S(k1, k2)
(132) =7 (123) — (132)” a1z2 = S(ka, k3)
(231) =7(123) — (213) — (231)”

as31 = S(k1,k2)S(k1, k3)
(312) =7(123) — (132) — (312)”

asiz = S(ka, k3)S(k1, k3)
(321) =7 (123) — (213) — (231) — (321)”

a3z21 = S(k'la k2)5(7€2, kS)S(kla k3)



Bethe egyenletek: efil = T S(kj, ki)
=157l
Energia: E = 21 Eq (k)
7/;/71/_
Ciklikussag: [T et =1
j=1
Rapiditas valtozok: u; = % cot % 17=1,..,m
Bethe egyenletek: (u’“_%>L — ﬁ Uy Ukt
| “rt j=Li#k
nergia ;1 o v
moo i
Ciklikussag: [ “*2 =1
j=1"F"2

Lényeg: a 2-részecske szérasi amplitudé mar egyértelmien
meghatdrozza az m-részecskés hullamfuggvényt.

7/ 7/ 7/ . 7/ 7/ 7/ "= /7 m
Integralhatésdg: az m-részecskés hulldmfiiggvényt m db {k,}}~ ,
megmaradé impulzussal jellemezhetem. Nemcsak a teljes
impulzus, hanem az 1-részecske impulzusok is megmaradnak.
m-részecske — m db megmaradd mennyiség




SU(N) spinlanc

Fundamentdlis dbrazolas: N db spin orientacid lehetséges:

0, (1Y, .0y [N — 1)

. L
Hamilton operétor: H = Z Hj,j—|—1 Hij — Iz — Pij
j=1
Elemi gerjesztéseket "iz" index is jellemzi.

Eszrevétel: a H nem valtoztatja meg a lancban az egyes
izek szamat.

Koordinata Bethe Ansatz

Trividlis vakum: |[(0...0...0) = |0)

~"

Ldb
1-részecske allapotok:
@y _ 3 ¥
(@) = nzzjl Ag(n) o 0) \O...\g/...@
Megoldas: Ay(n) = et

k
Ei(k) =4 sin?5 aci{l,2,..,N—1}
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Periodikus hatarfeltétel: ethl — 1

2-részecske allapotok:

hulldmfuggvény: a két részecske koordindtditdél és az izeitdl
s fugg.

H linearis differencia operdtorként hat a hulldmfuggvényen.

A 2-részecske hullamfliggvény: 4 4,(n1,1n2) =

etfimtikmz (A, (12)O(ng < na) +  Aajay(21)O(ng < ny))
6ik2n1+ik2n2 (Aa2a1(12) @(nl < n2) + Aa2a1(21) @(n2 < nl))

Aa1a2(21) = S (kla k2) Ablb2(12)

aijaz

S(ki, ko) egy (N —1)?x (N —1)2-es matrix, mert a részecskék
helyet és kvantumszamokat (izt) is cserélhetnek.

Rapiditas valtozékban:

1
12 = S(ky. ko) = — Iio —1 P
S S(k1, k2) ul—ug—l—z’((ul ug) I1g —1 12)

(112)5152 — §b1 gb2 (P12)blb2 — b2 gba

aia2 ayp ~az aia2 aip ~az

11



2-részecske energia: FEo = E1(k1) + E1(k2)

Periodikus hatarfeltétel:

¢a1a2(07 n2) — ¢a1a2(L, n2) — (eile S(kl, kg)—l) A(lZ) =0
Zﬂ@l&Q(nlv O) — ¢a1a2(n17 L) — (S(kl, kg) — 6ik2L) A(12) — 0

A(12) egy vektor, ezek sajatérték egyenletek.

Az S-matrix sajatértékei hatdrozzak meg az impulzusok
kvantdlasat.

M-részecskés hullamfuggvény

M
wal...aM(nla 7nM) — Z e 1=t ’ Z Aapl,...,apM(Q) @(:CQ)
P Q

Pés Q az (1,2,...,M) indexek egy-egy permutacidja

1, ha N, <NQy, < ... <NQ,y,

O(zq) = {

Ha Q és Q' olyan, hogy Ok csak két szomszédos elem

0 egyébkeént
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sorrendjében kulonboznek:

Q : N, <NQy < ... <NQ, <NQ, <. <NQy,
Q/ : N, <NQy < ... <NQ,,; <NQ, < ... <NQy,
Qe =1 Qui1=j Q' =P;Q

ekkor:  A(Q') = SYA(Q)

bib;

Aay.agecajoan(Q) = (SY)asd; Aay..byby.an (Q)

S = 8(kiy ky) = = (i — ug) Iij — i Py)
Konzisztencia feltételek:

"inverzié”": SYSI =1

"fliggetlenség”: S SH = SkIGi eI |
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Yang-Baxter: S7kS§ikGu — G Gtk Gik

5«12

n <no<ng — Ng<ng<ng
l 523 l Sl3
nE < ng <ng no < ng < njq
\L Sl3 \L S23
512

ng <ng <ng — ng<<ng<<ng

Periodikus hatarfeltételek:

Yay..ay (M, e =0, .,n0) = Vo, ay (@1, sne =L, ...,np)

Q1:1p <ngy, <Ny < ... <NQ,,
Q2 :ng, <Ny < ... <ng,, <ny
A(Q1) = 6ik£LA(Q2)
A(0,1,2, .., 0—1,041, .., M) = e*t A(1,2,..4—1,0+1, ..M, 0
Slés%msé—l,ﬁ A(QO) _ eiktgL SEMSE,M—l.”SE,E—l—l A(QO)

QO — (172737 7M)
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et 2y A(Qo) = A(Qo)  £=1,..M
Gy = Sti-Ighi-z_ghgnigea-1_ghesi

ZoZw=2xZe VUK

N db sajatérték egyenletet kaptam

Zy ¢ (k1,ko,...,kns) csatolasi allandoktdl fuggd kommutdld
Hamilton operatoroknak tekinthetok, amelyek az N — 1
dimenzids iz tér M-szeres tenzor szorzatan hatnak.

Hilbert tér: N — 1 allapoti M elemii spinlanc.

Koordinata Bethe ansatz:

trividlis vakum: | 11...1...1) = |0)

Mdb
1-részecske,2-részecske, Ms-részecske — N — 2 dllapotud,
Mo elemii spinlanc

Koordinata Bethe ansatz:

trividlis vakum: [22...2...2) = |0)

Mosdb
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1-részecske,2-részecske,
M3 elemii spinlanc stb.

Msg-részecske — N — 3 allapotu,

amig 2-allapotd rendszert nem kapok, ami skalar kvantalasi

egyenletekre vezet.

A procedura N — 1 lépésbol all

) (=1,... N -1
N —1 lépés — N — 1 gyoktipus uy ) —
k= 1,2,...,M,
Nested Bethe Ansatz
N L .
M . Mo
u1k+% o H ulk—ulj—l—z Hulk—ugj—%
i — : i
— L Ul — UL — 0 — Uoi + L
k=1,... M
Mgy i My :
| — H Ug e — Ug—1,5 — 3 H Ugp — Ugj 12
,Z: .
— .+ L Up o — Up i — 1
T e — g i
9 o +17 )
1] L2 y=2,.,N-2  k=1,.,M
j=1 Ug ke — Upt1,5 1T 5
My_1 i Mn_2 :
1 — H UN—-1,k —UN-2,;5 — 3 H UN_1k —UN-1,; T 1
— ; '
1 —UN_o i+ 2 UN_1k — UN_1;—1
jo1 UN-Lk T UN-2j T 5 oy UN-1k T UN=1,

k=1,...,My_,

16



Szemléltetés: SU(N) — Apn_1 Dynkin-diagram

M M M
O—0O—0O—mn O O
Ul U2k UL UN-2k UN—-1k
M My Ms; Mpy_o9 Mpy_1

A Bethe allapotok SU(N) szerinti kvantumszamait az egyes
gyoktipusok szdmdval fejezhetjuk ki.

Bethe egyenletek Lie-algebra adatokkal:

L
N—1M
Ug ke — %VE H ﬁ Ug k — CEm
K3 _
Up k. + 5Ve m=1j—1 ULk W;Jr Com
Com, 2<<O;f||‘z;m>> Cartan matrix

Vy az abrazolas sulya

N—-1 My,

A , u —i—iv
Ciklikussag: 1= ]] ] M
(=1 k1 “kT2Ve

N—1 M,

Energia: F = Z > = 1V2
=1 k=1 Vi

17



Hosszu hatétavolsagu kolcsonhatas és a perturbativ Bethe
Ansatz technika

Példa: SU(2) szektor 3-hurok rendben:

H = Z {Ho(j) + 9% Ha(j) + g" Ha(j) + - .. }

J=1

Ho(j) = L j+1— Pj 1

. 1
Hy(j) = —QIj,j+1+3Pj,j+1—§(Pj,j+1 Pjy1 ot Piy1jr2 Py jy1)

. 15 1
Hy(j) = o Lige1 =13 Py + 5P Preajas
+ 3 (Pjit1 P12+ Piy1ji2)
1

- §(Pj,j+1pj+1,j+2pj+2,j+3 + Pji2,j43Pj11,j42F5+1)

A modell ¢g* rendig perturbativen integrdlhaté, azaz léteznek
olyan @)y, n = 1,.., L toltések, hogy:

[Qnan] — [Qnaﬁ] = 0(96) Vn, m

18



Koordinata Bethe Ansatz

Trivialis vakum: | T ... T) = |0)

1-részecske allapotok: |1) = Y "5 —|0)

n

energia: E(k) = 4sin® £ — 8¢? sin & <+ 324" sin® £ 2.

"fizikus intuicié”: Fq(k) = \/1 +8¢2sin’ £ — 1)

2-részecske allapotok: eddigi Ansatz nem miikodik

Uj Ansatz — perturbativ Bethe Ansatz (Staudacher '04)

)= 2 Ani,ng) oy, 0,[0)

ni<no

A(ny,ng) = (1+ B(ng — n, ki, ka, g)) e™1mrikene 4
(14 Cna = na, k1, b, 9)) S(kn, ko) eFomtikim:

B(TL2 _n17k17k27g) — B2(n2 _n17k17k2)92|n2_n1| +

+ B4(’]’L2 — Ny, kl) k2)92+2|n2_n1| + ...
C(n2 o nl)klyk27g) — CQ(TLQ —’]’L17k‘17k2)g2|n2_n1| +

T 04(n2 — Ny, kl) k2)92+2|n2_n1| 4+ ..

Mindent csak ¢* rendig szdmolunk
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Ha |ng — ny| > 3 = kh. hatétavolsaga, akkor

A(nl ?12) ~ 6ik1n1+ik2n2 + S(kl, k2) eik2n1—|—ik1n2
)

Az S-matrix g*-ben korrekcidkat kap.

m-részecskére:

Aszimptotikus Bethe egyenletek: ethel — [I S(ke k)
j=1,j#L

Ervényesség: L > kh. hatoétavolsdaga=pert. szam rendje

Energia: E = ) Ei(kj)
j=1

Impulzus: P = ) k;
=1

j
Rapiditds: u = %cot% \/1 + 8 g2 sin2§

eik_x(u+i/2) () — Lo  2¢%
- z(u—1i/2) (v) 2 <1+ ! u2>

(o) = 1o

j=157
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Hossza hatétavolsagu SU(N) spinlanc

H=Y {Hoos1+9* Hoo1042+ 9  Hooe1 042,043+ .- }
¢

Tth. 3 [Qn, Q] = [Qn, H =0, n,me{1,2,.,L}

A hosszu hatétavolsagl kolcsonhatas kovetkeztében:

1.) valtozik a diszperzids relacid, azaz az impulzus rapiditas

. ik z(uti/2)
kapcsolat: e = T(u—i/2)

2.) Az S-matrix egy skalar fazisfaktorral médosulhat:

S(uq, ug) — 219041:82) Gy )

(9(’U/1, u2) — —0(’&2, ul)

Bethe egyenletek:

. L M .
[:c(mk: + 2/2)] _ H (ulk —Upj T 62739(u1k,u1j)> «

xr(ug —1/2) i \UIE U1

Mo .
H Uk — U2j —2/2

Uk — U2j —|—’L/2

J=1
Tobbi egyenelet azonos az els6-szomszéd kolcsonhatas esetével.
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Az AdS/CFT aszimptotikus Bethe egyenletei

Bethe egyenletek (Perturbativ Nested Bethe Ansatz): (Beisert,
Staudacher '05)

_\ L Ky . Ks _
44 : , Ugk — Ugj — 1 LL 7 s
k7 j=1,#k J i1 Lak — T3y
2
Ky — K1 l——%— K71 —-—2—
Ly, — T55 2241 Tl 2T 45,775 _
_|_ 2 2 k — 1...7K4
Ty — Ts5 1] — —9= - 1 — —9
j=1"4k g=1 2x;l|'k:c1j J=1 2:cik:c7j
2
Ky e Kyl — —9
Ut — Uk + /2 2@y, )
1 — H . H 2 k — 1-..7K1
._1u1k—u2k—z/2 ,_11_9—_
J= J= 2:c1k:c4j
Ko . Kj .
1 — H U2 — U245 — 1 HUQk—U3j+Z/2
Uk — Ui + 1 Uok — U3; — 1/2
i1 ok U2k T U2y T S Uzk T U3, /
K .
U2k — U1y + ’L/2
11 . k=1,.. K,
0 U2k — Uij /2
K2 K4
Usg — Uz; +1/2 T3k — Ty,
C- | Y
u — U945 — 1 _
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K6 . 4 +
Usk — Ugj + 1/2 Lok ™ Ly
Usk — Ugi — —
S Usk 6j — 1/ =1 L5k = Ly
Kg . Kj;
L H Uek — Ugj — 1 Hu6k—u5j+z/2
L Uk — Ugi T+ 1 T Uugr — U5 — 1/2
i1 otk L6k 6 iq ek J /
K1
HUGk—U7j—|—’L/2 L — 1 K
— 1y, I}6
Uk — U7 — 1/ 2
=1 6k 77 /
2
K6 . K4 1_ J
Utk — Uek + 1/2 a7k @y
1 =— H : H > k=1..., K7
._1u7kz—u6kz—2/2 11—
J= J= 2:U7k334j
Ky zT
Ciklikussag: 1= [ -
; X, .

ahol: 2% (u) = w(u+i/2)  a(u) = Lu (1+\/——%§)

A fazisfaktor (Beisert, Eden, Staudacher '07, Dorey, Hofmann,

Maldacena '07): O(z1,22) = >, r-s-x(af,x5)
r,s==+

T1,To) = —1 :
XL, 02 2T 1 — 21 2T To — 29

|z1|=1 |22|=1

1 1
1nF(1+ig <21+——Z2——))
21 29
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R
Uik U2k U3K U4gk Usk Uk UTEK
K, Ky K3 Ky Ks; Kg Kr

Energia v. anomdlis dimenzid:
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Példa: 1-hurok Konishi anomalis dimenzié

L=2K =K,=Ky=Kg=0,

Ky = K5 =1,

1-hurok rendben: z(u) =u, 2% (u)=u+1i/2

A ciklikussagot is kielégitd megoldas:

us1 = us; = 0, Ug] = —Uy2

Ky=2
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PSU(2,2|4) Cartan matrixa
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