A MATEMATIKAI STATISZTIKA ELEMEI
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el6adasok célja az, hogy a hallgatésagnak ne legyenek idegenek azok a matematikai

levezetések, allitasok, amelyekkel késdbbi, féleg fizikai-kémiai tanulmanyai soran talalkozik.

A valészinlségszamitasi fejezetek ismertetése utdn a matematikai statisztika elemei
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ennek megfelelden folyamatosan béviil.
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1. A matematikai statisztika jellemzése

A matematikai statisztika a véletlen (valészinlségi) valtozokkal jellemezhetd
(tovabbiakban véletlen) rendszerek leiré adatainak feldolgozasarol, értelmezésérdl és

felhasznalasarél sz6l6 tudomanyos médszertan.

Amig a valdszinGiségszamitas fogalmai axioméakkal 6sszhangban definialt vagy
azokbdl levezetett absztrakt fogalmak, amelyek tulajdonsagai ilymddon adottak, a matematikai
statisztika megfigyelt, leszamlalt vagy mért sajatsagokat feleltet meg a valésziniiségszamitas
absztrak fogalmainak, sokszor megallapodasszer( médon. Szokasos mondas: "amig a
valoszinlségszamitas megtanit valdszinGségekkel szamolni, addig a statisztika megtanit

valésziniséget mérni".

Miutan a véletlen altal befolyasolt jelenségek nem biztos kimenetellek, a matematikai
statisztikdban nincsenek biztos itéletek. A matematikai statisztika becsil, megbecsuilhetd

valoszinOség itéleteket hoz.

Igen ritka az az eset, amelynél egy véletlen rendszer viselkedését minden elképzelhetd
kimenetelnél meg lehet figyelni. A matematikai statisztika kovetkezésképpen csak a rendszer
valamely szemugyre vett részletébdl, valamely folyamat pillanatnyi allapotabdl, tehat a
rendszer egy mintajabol kdvetkeztet magara a rendszerre. Ez a statisztikus megallapitasok

bizonytalansaganak tovabbi oka.

A matematikai statisztika feladata tehat (1) jellemzd szamadatok, megallapitasok
levezetése, bemutatasa megfigyelt adatokbdl, (2) valészinlség hozzarendelése a kapott vagy
levont kovetkeztetésekhez, (3) dontés valamely fent alapon megfogalmazott allitas (hipotézis)
elfogadasarol vagy elvetésérdl, végil, (4) olyan kisérleti feltételek meghatarozasa (olyan
kisérletek tervezése), amelyek szamunkra az allitdsok megbizhatésaga szempontjabdl

legkedvezdbbek.
4. Leir6 és felderitd statisztika

Vizsgalt rendszereink vagy teljesen ismeretlenek vagy vannak réla elézetes (a priori)
ismereteink. Ha vannak, képesek vagyunk tobbé-kevésbé alkalmas (adekvat) matematikai
modellt alkotni, és ez esetben a statisztikai adatgyujtés célja a modell paramétereinek
megbecslése. Ha nincsenek eldzetes ismereteink, a leird és felderitd statisztika modszereit
alkalmazzuk, amelyekre persze a modell alapu vizsgalatoknal is sziikség van. A felderitd
statisztika az adatok, a minta kezelésére, jellemzésére, abrazolasara vonatkozéan ad
Utmutatasokat, tobb valtozé esetén pedig szamos tovabbi feladatot old meg (alakfelismerés,

csoportositas, osztalyozas).

5. Sokasag és minta



Viszgalatunk targya egy rendszer. Egy rendszernek elemei (objektumai) vannak, az
objektumoknak tulajdonséagai.

(Objektumok példaul: emberek, tarsadalmak, folydk, biotopok, oldatok, spektrumok, tulajdonsagok az emberek
testméretei, emberek, tarsadalmak, folydk, biotopok, oldatok, spektrumok, tulajdonsagok az emberek testméretei, a
tarsadalmak lakossagszama, nemzeti jovedelme, a folyok vizhozama adott idGben, helyen, biotépok fajainak szama,
egyeds(riisége, oldatok koncentracidi, spektrumok cslicsmagassagai adott hullamhosszon stb.)

Egy rendszernek altalaban sok objektuma, azoknak sok, szamos esetben végtelen sok
értékd tulajdonsaga van. A rendszert alkotd objektumok, pontosabban azok tulajdonsagait leiré
(végtelen) sok jellemzd valtoz6 adat alkotja az adatok sokasagat. A sokasag elemei tehét
lehetnek fizikai létezdk, de elméletiek is. A sokasag szabatos meghatarozasa fontos feltétele a

statisztikai munkénak, hiszen ez jelenti a feldolgozasra varé adatok pontos meghatarozasat.
(Egy foly6 vizallasa aprilis 16-an és november 1-én példaul két statisztikai sokasag).

Altalaban csak arra van modunk, hogy a rendszer egy részletét, vagy egy bizonyos
allapotat figyeljik meg, azaz annak leir6 adataibdl mintat vegyiink. Szokds mondani: a sokaséag

az 0sszes elképzelhetd minta halmaza.

A minta vizsgalatanak eredményébdl kdvetkeztetiink a sokasagra, a minta vétele tehat

az eredmények értéke szempontjabol elsérendlen fontos. A minta legyen
(a) reprezentativ, 6sszetételében képviselje helyesen a sokasagot, amelybdl vették,

(b) véletlen, a mintaelemek keriljenek egymastdl figgetlendil, egyenld

valoszinlséggel a mintaba,

(c) elégséges méreti, elegendden nagy ahhoz, hogy a minta alapjan levont
kovetkeztetések kellden valészinlek legyenek.

3.1 Az adatok
3.1.1 Az adatok fajtai

Az adatokat kategorikus és nem kategorikus (kvantitativ) jellegiekre szokés felosztani.
A kategorikus adatok alapjan az objektumokat osztalyozni lehet. A kategorikus adatok lehetnek
nevesitdek (nominalisak) és rendezdek (ordinalisak). A nevesitd adat egy-egy objektumot
valamely (esetleg egyelemi) osztélyba osztalyba sorol, a rendezd adat mar sorrendet is
definial. (3.1/a tablazat)



3.1/a tablazat. Kategorikus adatok

Adatfajta

Az adatokon értelmezhetd

miuvelet

Példa

Nevesitd (nominalis)

Nem, név, allampolgarsag,

foglalkozas, telefonszam

Rendez6 (ordindlis)

Iskolai osztalyzat, rang, betegség
foka, 1Q

Azokat a kategorikus adatokat, amelyek csak két osztaly valamelyikébe sorolhatnak,

dichotomikus vagy binaris adatoknak nevezik.

(Dichotémikus adatok: férfi-nd, igaz-hamis, kicsi-nagy, beteg-egészséges)

A kvantitativ adatok lehetnek folytonos vagy diszkrét (mérhetd vagy leszamlalhaté,

gyakran metrikusnak nevezettek) adatok. Szokasosan megkullénboztetik azokat adatokat,

amelyek skalajanak énkényes a 0-pontja,.lényegében kilonbségiik értelmes (intervallum skala)

azoktdl, amelyekre multiplikativ aritmetikai mOveletek is alkalmazhaték (aranyos skala).(3.1/b

tablazat).

3.1/b téblazat. Metrikus adatok példai

Adatskala

Folytonos

Diszkrét

Intervallum

Potencial, Celsius fokban mért

homérséklet

Naptari napok

Aranyos

Tomeg, Abszolut hdmérséklet

Részecskeszam

Vegyészi gyakorlatunkban az esetek tulnyomé részében metrikus adatokkal (tdmeg,

anyagmennyiség, térfogat, koncentracio, nyomas, hdmérséklet, energiak sebességek) van

dolgunk.

3.1.2 Az adatok kezelése, a skalazas

A sokasagbdl vett n elem( minta i-edik adata egy:

mintaelem i=1,2...n (3.1)
A mintaelemek sorozata a
minta X = X1, X2, ..., Xn (3.2)

ahol i index az adat mérési sorszama.

Ha a minta adatait nagysaguk szerint allitjuk sorba, a rendezett mintahoz jutunk:

A rendezett minta

X EX E..EX (3:3)




3.1.3 Az adatok skalazasa

Egy minta természetes terjedelmét a szamegyenesen a legkisebb és legnagyobb
érték( mintaelem hatarozza meg. Killénbozd okokbol szilkség lehet arra, hogy ezt a
terjedelmet médositsuk, hogy az adatokat mas egységben, mas skalan tekintsik. Ezt
skalazassal lehet elérni, amelynek soran az eredeti mintaelemekhez valamely szamot
hozzaadunk, vagy/és azokat valamely azonos szammal osztjuk. A szamos skalazasi lehetdség
koziil a vegyészi gyakorlatban a mértékegységvaltas, a minta normalasa 0 és 1 érték kozé

(moltort, témegtdrt megadas), a minta centralasa, €s a minta standardizalasa leggyakoribbak.

Normalt mintahoz jutunk, ha az eredeti minta minden elemét az elemek dsszegével

osztjuk. Ennek egy eleme:

= (3.4)

1 n
o]
a X«

k=1

Felhivjuk a figyelmet arra, hogy az igy normalt adatok k&zétt egy mar flggetlen a
tobbitdl, az adatok 6sszegébdl és a n - 1 adatbdl a fiiggd mar kiszamithato.

Centralt minta keletkezik, ha minden elembdl kivonjuk az elemek atlagat (I. 3.7 képlet):
X =x - X (35)

A centralt mintaban sziikségképpen pozitiv és negativ értékek lépnek fel, az elemek

0sszeg 0. EbbdI kdvetkezik, hogy a centralt adatok koziil is csak n - 1 darab fliggetlen.

A standardizalt lesz a minta akkor, ha az eredeti mintaelemekbdl kivonjuk azok atlagat
és a kulénbségeket a minta empirikus szérasaval (I. 3.10 képlet) osztjuk:
X - X

u =— (3.6)
S

A standardizalt minta 0-k6zep(, szérasa 1
3.1.4 Az adatok abrazolasa

Mintakrél szemléletes képet ad a pontsor, azaz a mintaelemek abrazolasa a

szamegyenesen, az (egyvaltozés) szérddasi kép (univariate scatter plot).



3.1. példa: Tekintsiink egy 24 elem( mintat:

-37,-46, 67,-81,17, 107, 33, -120, 113, -236, -2, -220
99, 117, 57, -35, 60, -117, -95, -16, 14, 29. 58, 87

Rendezve:

-236,-220,-120,-117,-95,-81,-46,-37,-25,-17,-16,-2
14, 29, 33, 57, 58, 60, 67, 87, 99, 107, 113, 117

Pontsorral abrazolva:

Univariate Scatter Plots
Dataon Original Scale
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3.1 abra Pontsoros abrazolas
3.2 Az adatok eloszlasa, a minték jellemzdi

Bar az adatok sorozatanak és képének megtekintése bizonyos fokig tajékoztat az
adatok elhelyezkedésérdl, szilkség van olyan szamadatokra, amelyek tomoren jellemzik a
minta (a) kbzepét, (b) terjedelmét és (c) eloszlasat. Egy-egy célra tobb jellemzd kozil lehet

véalasztani.

A valoszinOségszamitas sokasagok eloszlasanak jellemzésére pontosan definialt
mennyiségeket, mint varhato érték, szoéras, ferdeség, lapultsag, korrelaciés egyutthaté stb.
Levezette ezeknek a mennyiségeknek tulajdonsagait is. Az alabbiakban ismertetett tapasztalati
(kisérleti, gyakran statisztikaknak nevezett) jellemzdk ezeknek az elméleti mennyiségeknek
becslései. A becslések kozott kiilbndsen értékeljik azokat, amelyek torzitatlanok. Torzitatlan az

a becslés, amelynek varhat6 értéke megegyezik azzal a mennyiséggel, amelyiket becsdl.

3.2.1 Mintakzép jellemzdk

a) szamtani kbzép, mintaatlag, (mean)

g
ax
A szamtani kozép X =1t (3.7)
n




A szamtani kdzép a hagyomanyos legkisebb négyzetek elvének megfeleld jellemzd, a
varhat6 érték torzitatlan becslése. Hatranya, hogy érzékeny a széls6ségesen eltérd ("kilégo™)

adatokra.

Az 3.1 példaban szerepld adatok szamtani kozete: - 7.542

b) median, (median)

A median az x valtoz6 azon értéke, amelynél a minta elemek fele kisebb, fele nagyobb.

X= Xnil =X ha a minta paratlan elemd, n =2m+1 (3.8/a)

)'"(:Xm+xm+1
2

ha a minta paros elemd, n = 2m (3.8/b)

A median nem érzékeny szélsdséges értékekre, u.n. robusztus becsld.
Az 3.1 példaban szerepld adatok medanja: 6

¢) médusz (mode)

A modusz a leggyakrabban eldfordulé mintaelem értéke*

d = Xleggyakoribb (3'9)

* tobb maximumos eloszlésoknal a leggyakoribb, majd a méasodik leggyakoribb...

A modusz a valdszinlségi valtozo sriségfiiggvényének maximumhelye. Kisérleti

meghatarozasa nagy mintakbol lehetséges, ahol beszélhetlink azonos értékl mintaelemekrol-

rol.

Tovabbi, adott esetben hasznos, de gyakorlatunkban ritkabban el6fordul6 mintakdzép

jellemzdk még a mértani kbzép:

w(@) —
X9 =0/%, X, . X,

és a harmonikus kozép:

Pl 410
)—((h):(;xl X an
¢ n -
(;', -
e a2

3.2.2 Kiterjedés jellemzfk

a) standard deviacio (tapasztalati széras, korrigalt empirikus szoras (standard error,

standard deviation):

Standard deviacio =y (3.10)




Ez a jellemz0 az elméleti szoras becslése. Nevezdjében a kézenfekvd n helyett azért
szerepel n - 1, mert azt csak n - 1 fiiggetlen mért adatbdl szamithattuk ki. A szamtani kozép
ugyanis egy adatot az n koziil a tobbibdl kiszamithatdva tesz. Ha a nevezdben n alina, a

standard deviacio torzitottan becsiiné a szérast.

Fontos megjegyzés: Ha n adat k6z6tt m darab megkotés létezik, az n adat kdzott csak
n - m darab fuggetlen. A fliggetlen adatoknak ezt a szamat szabadsagi foknak (degree of

freedom, DF) is nevezik.

Az 3.1 példaban szerepld adatok standard deviacidja: 98.64

b) variacios egyiitthat6 (coefficient of variation)

"cv."=V =s/X (3.11)

A variacios egyitthatd azt mutatja meg, hanyadrésze, hany szazaléka a tapasztalati

szoras a kozépértéknek. Bizonyos esetekben (pl 0 varhaté érték( sokasagoknal) értelmetlen.

c) terjedelem (range)

A terjedelem a legnagyobb és legkisebb mintaelem kilonbsége

d= Xmax - Xmin (3.12)

Az 3.1 példaban szerepld adatok terjedelme: 117 - (-236) = 353

d) kvantilisek (quantiles)

p-s kvantilis az x valtozé azon értéke, amelynél kisebb mintaelemek hanyada p)

0.1-es kvantilis = decilis = 10. percentilis
0.25-8s kvantilis = elsd kvartilis (Qq) = 25. percentilis
0.5-0s kvantilis = mésodik kvartilis (Q2)  =50. percentilis= median
0.75-0s kvantilis = harmadik kvartilis (Q3z)  =75. percentilis
0.90-es kvantilis = 90. percentilis

Az 3.1 példaban szerepl6 adatok elsd kvartilisa -63.5, medianja 6, harmadik kvartilisa 63.5

3.2.3 Egyéb eloszlasjellemzdk

3.2.3 Egyéb eloszlasjellemzdk

a) ferdeség (skewness)

A ferdeség

= (3.13)
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Ez a mennyiség a harmadik centralis momentum/széras® médon, a

5, - Eli- 6y

1
S
képlettel definialt mennyiség becslése. A ferdeség valdszinlségi valtozéknak kilonb6zo

sOriseégfliiggvényei esetén az aldbbiak szerint alakul:

Y4 Y% Striségfiggveny¥a ¥4 ¥

0] 0]
Szimmetrikus %% ¥YaNem szimmetrikus¥a ¥4 %
0 0 0
0 Cslcs elol Cslcs hatul
o} 0 0
Ferdeség: 0 pozitiv negativ
Az 3.1 példaban szerepld adatok ferdesége: -0.7285
b) lapultsag (kurtosis)
.4 2
n(n- 1) SaX-Xo . (n-1)
Alapultsag: g, = a % — O (3.14)
(n-Y(n- 2)(n-3)=€ s & (n-2)(n-3
A lapultsag a
_ E|(x- EK)"
0, = S4 -3

képlettel, ¢ = negyedik centralis momentum / széras” -3 médon definialt mennyiség becslése.

Ha a lapultsag pozitiv, akkor a sokasag eloszlasanak sdriiségfiiggvénye cslicsosabb,

mint a normalis eloszlas haranggorbéjéé, ha negativ, akkor laposabb, ha 0, akkor egyezé.
Az 3.1 példaban szerepld adatok lapultsaga : - 0.3232

3.2.4 Megjegyzések a kozépértékrdl és a szorasrol.

a) A kozépérték linearis funkcional:

E(@ax + by) =aE(X) + bE(Y)

b) Néhany fontos tétel a szorasrol és a szérasnégyzetrdl (varianciarol):

D*(X £ Y) = D*(X) + DX(Y) = 8%+ S?, D(X+Y) = (8%+ s%)?
D*(aXx) =a’D*(X) D(@X) =aD(X)
D*(X + &) = D*(X) D (X = a) = D(X)

Fentiekbdl kovetkezik:

A kozépérték szorasanak becslése
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(3.15)
Levezetés:

_ o 1 o _10 _éSi_nSi_Si

D*(x)=D?*(& x/n)=FD2(a x)—Fa D*(x) =S e

Fontos 6sszefliggés:

é.(xi' )_()2:&)(?_ )_(é.xi :é. X’ - (é. Xi)zln:é.xiz' nx’
nd (% - X)" =nd x* - (& x)*

3.2.5 A minta eloszlasanak grafikus szemléltetése

a) a hisztogram

A hisztogram egy rendezett minta eldre kit(z6tt valtozo-tartomanyaiba esé elemek

szamat vagy gyakorisagat abrazolja. A hisztogram hasabjainak szélessége a valtozoé-

tartomanyt, magassaga az (abszolut vagy relativ) gyakorisagot abrazolja. Tul kevés tartomany
kitGzésekor az informacio szegényes (3.2/a abra), tul sok esetén a kapott kép attekinthetelen.

(3.2/c abra)

Hisogram

3.2/a &bra Elnagyolt hisztogram



Hisogram

Frequency
£ (3]

3.2/b &bra J6l méretezett hisztogram

Hisogram

Frequency

3.2/c abra Tulrészletezett hisztogram
b) a “box" vagy "szakallas" (box and whiskers) abra

A box vagy “szakdllas (box and whiskers) abra az eloszlas szemléltetésének célszer(

madja, amely a valtozé szamegyenesén kiillénbozo, jellemzd kritikus pontokat tartalmaz:

median
gyanus Q1L ~ Q3 gyanis
* | L Vi) | | *

Q1-151 Xomin Xmax Q3+15|

(I = Q3 - Q1 = interkvartilis tavolsag)
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Boxplots

107 Xmax
09 —

08 Q3
07 —
06 —
7] median
04 —

03 — Ql

02 —

01 —

Xmin

0.0 —

3.3 4bra A box abra

2.1 példa. Négy mintat hasonlitunk 6ssze. C4 és C3 adatok aszimmetrikus eloszlasu sokasagokbol szarmaznak,

C2 normalis és C1 egyenletes eloszlastak. A pontsor abrak az alabbiak:

Univariate Scatter Plots
Dataon0- 1 Scale
c4 — e [ ) [ ) [ J [ ) 0O @ O 0 00 O ®
C3 | eneoese ® © [ ) [ ) [ ]
c2 < e [ ) (N XN X _J 00 0 ¢ e o o
CciTL— @ [ 2N N ) ®® 0 e oo o o [ X ] o ©®
T T T
0.0 0.5 1.0

3.4 abra A 2.1 példa mintainak pontsor abrai

Boxplots
Dataon0- 1 Scale

1.0 — *

3.5 abra. A 2.1 példa mintainak box abrai



