Szimmetriak és Lagrange-fiiggvények
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Feltevés: megszokott keret — Lagrange-formalizmus.

1. mi a variacios elv;

2. mit neveziink szimmetrianak;

3. lehetséges Lagrange-fliggvények;

0. a nem-relativisztikus és relati-
visztikus téridomodellben.

Szabad tomegpont:




0. A nem-relativisztikus téridomodell

- M négydimenzios affin tér M felett a térido;
- 7: M — I idokiértéls fiiggvény, alatta 7: M — I;
- F C M a térszertu vektorok altere skalarszorzassal.

V(1) affin tér az u sebességek halmaza, ezekre 7(u) = 1;
N az L valédi Noether- (vagy inhomogén Galilei-) transz-
formaciok csoportja, alatta az L Galilei-transzformaciok

csoportjaval;

a Lie-algebrak segitségével L = e* ! és L = e%H alaku
az egység kozelében.



1. A variacids elv

Adott £: M x V(1) — % Lagrange-figgvény, mellyel

T(z1)

a hatdsfiiggvény: S :r— S(r):= [ £( )d :
T(wo)
={r:[r 7(x1)] — M|r dtmegy xo-on és xq-en}.

V affin tér, ekkor S : V — R fiiggvény.

A megvaldsulé pélyara DS(r)=0, igy az FEuler-Lagrange
egyenlet:

08(z,u) d 0L(w,u) _9
Cdx  dt du rer(t) o

u=n(t)



2. Szimmetridk

A szimmetriatranszformacio soran a DS derivalt marad-
jon invarians, azaz £ teljes idoderivalttal valtozzon.

A szabad tomegpont definicio szerint szimmetrikus min-

den L Noether- és alatta fekvo L Galilei-transzformaécio-
ra:

VLeN)3Jp: M — R : £(Lx, Lu)—£L£(x,u) = Do(x) u ,

ekkor



3. Lehetséges Lagrange-fiiggvények

Az eléz6 egyenletben az L = e¥H és L = e*H alakokat
behelyettesitve, majd a ¢ derivaltjaira vonatkozé Young-
tétel kihasznalasaval:

— A téridé-eltolasokkal £(x,u) = g(x) - u + p(u), ahol
Dg — (Dg)* =konst.

— Az Osszes Noether-transzformacié segitségével
L(x,u) = 2m|u — c|?* valamilyen ¢ € V(1)-re.



Magasabb derivaltak £-ben

Megvizsgalhatd, hogy a szimmetriakovetelmények milyen
formaban engedik meg £ fliggését az a gyorsulasértékek-
tol, vagy még magasabb derivaltaktol. Az eredmény: £
magasabb derivaltakat csak kiilon additiv tagban tartal-
mazhat:

1
L(x,u,a) = §m\u —c|* + £1(a)

Ezért a mozgasegyenletben nem jelenhet meg a7 tag,
pedig a Lorentz-Dirac egyenlet szokasos formaja

mir=ar



0. A relativisztikus téridomodell

- M négydimenzios affin tér M felett a térido;
- I az id6tartamok egydimenzids vektortere;
- g a Lorentz-forma M -en.

V(1) az u sebességek halmaza, ezekre u-u = —1, itt V(1)
nem affin tér;

P az L valédi Poincaré- (vagy inhomogén Lorentz-)
transzformaciok csoportja, alatta az L Lorentz-transzfor-
macidk csoportjaval;

a Lie-algebrak segitségével L = e és L = e*H alaku
az egység kozelében.



A variaciés elv; eredmények

r~(xzy)
Naiv médon S(r) := [ £(r(t),7(t))dt; csakhogy {r}
r—1(xo)

és V(1) sem affin tér!
U’j paraméterezés: 1€ I-re
p:|0,1] — Ran r ;

ekkor p(s) € N7, ahol N7 a jovOszerl vektorok halmaza
vektortér, és V(1)C N—.

£-t kiterjesztjik a hét szabadsagi foka M x V(1)-r6l a
nyolcdimenziés M x N~ affin térre a kovetkezo megszo-

ritassal:
w

Lz, w) = L£(x, —) - |w|

' Jwl



V= {p:[0,1] — Mp(0) = 20 és p(1) = =1}

affin tér, amivel a hatas

S:V—-R; Sp = /ﬂ(p(s),p(s))ds = S(r)

adott r mellett nem fiigg a p paraméterezés valasztasatol.
A nem-relativisztikushoz hasonlé levezetés eredménye:
L(x,w)=m |w| ,

amit a hatasba visszairva szokasos moédon az xg és xj
pontok kozott » mentén eltelt sajatidot kapjuk.



Tehat:

A szokasos Lagrange-fiiggvényeket kapjuk, de ko-
rantsem egyszeri moédon.

A tér és ido homogenitasa nem elég £ téridotol vald
fiiggetlenséghez, pl. £(x,u) := u-B(x—o0) ahol o€ M
és B antiszimmetrikus leképzés.

A relativisztikus levezetés £ atparaméterezése utan
egészen hasonld a nem-relativisztikus esethez.

Tisztabb latasmoédot kaphatunk pl. a
- Noether-tételek,
- tobbrészecske-rendszerek,
- mezok

tovabbi vizsgalatahoz.
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