6. Variancia analizis

Tobb minta szoérasnégyzetének (variancidjanak) 6sszehasonlitasan alapul a statisztika
egyik nagy fejezete, a variancia analizis. A vizsgalatok célja ennek alkalmazasakor ugyanaz,
mint a két mintara kiterjedd statisztikai probaké volt: sokasagok egyezésének vagy eltérésének
valoszinlsitése. Meg kell jegyezni, hogy amikor a mintaszdrasok eltérés-valészin(iségét F

probaval hatarozzuk meg, a mintaelemek legyenek fliggetlenek és normdlis eloszlasuak.

A modszer lényegét szamos variancia analitikus eljaras kozil a legegyszeribbén, az

"egytényez0s" variancia elemzésen mutatjuk be.

Tobb sokasaggal foglalkozunk, amelyekrdl feltessziik, hogy N(m,s?) eloszlasuak, ahol
maz i-edik sokasag varhato értéke, s pedig a sokasagok megegyezd variancidja. Kérdésiink
az, a mintak elkerilhetetlen eltérése véletlen-e, avagy érvényesiilt valami olyan hatas, aminek

alapjan a sokasagok nem tekinthetdk megegyezdnek.

Szabatosan a
Ho:Mm=m i=1,2,...m (6.1)

nullahipotézis elfogadaséarol vagy elvetésérdl van szé. Vegylk észre, hogy kilonds moédon most
szorasok dsszehasonlitasaval kozépértékek eltérésérdl itélkezink.

Az eljarast példan mutatjuk be. Tegyk fel, abban kivanunk donteni, hogy harom, L1, L2
és L3 laboratérium egyenld megbizhatéan dolgozik-e, avagy a laboratériumokbdl érkezd
eredményeket fenntartassal kell fogadni. A vizsgalathoz a harom laborat6rium 1,5 témeg% ként
tartalmazo gazolajat kap, amelyet ugyanazzal a (megegyez6 szérasu) szabvanyos médszerrel
kell megvizsgalnia. L1 labor n; = 3 parhuzamos mérést végez, L2 labor n, = 5-6t, L3 n; =4-et. A
bekuldétt eredményeket a 6.1 tabladzatban bemutatott elrendezési tablazatba foglaljuk. It x;
jelenti a j-edik laboratérium i-edik mérési értékét. (A szamszerd értékek a 6.3 tdblazatban
talalhatok).



6.1 tablazat. A variancia analizis alapadatai
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A tablazatban lathato két variancia, az MSiya €S MSiqer érték kozil az elsoé a
kénmeghataroz6 modszer szorasat, véletlen hibajat becsli. A masodik a laborok
kozépértékeinek eltérését tiikrozi azok k6zos kozépértékétdl. Belathatd, hogy ha a
kozépértékek egymastol jobban eltérnek, mint amennyit a moédszer szérasa megenged, akkor a
laboratériumok kdzott szignifikans eltérés van. A dontés az MS;py, €s MSiqer Varianciak F
probajan alapul. Ha a kapott F nagyobb, mint a kritikus F(a,nz,n,) érték, akkor a (6.1)

nullahipotézist elvetjik.
A variancia analizisnek ezeket a lépéseit a 6.2 tablazat mutatja.

6.2 tblazat. A variancia analizis erdményei

SS Szab.fok MS E p
Csoportokon SSintra Nintra MSintra
beldl
Csoportok SSinter Ninter MSinter - -
" kozott
Osszesen SSiotal Neotal -- - -
A tablazat legalso soraban az
m n 2
O O —
SSinra + SSinter = SStotal = aa (Xij - X) (6.2)
j=1 i=1

egyenldségnek kell (matematikai okokbal) teljestilnie. Ez hasznos ellendrzési lehetbség.
Ugyanez all a szabadsagi fokokra is. A tablazatban szerepl6 p érték azt adja meg, hogy a

kapott F hanyadosnal nagyobb értékek mely val6sziniséggel fordulnak eld. A statisztikus

dontést nyilvan ennek alapjan is meg lehet hozni. A variancia analizis algoritmusai azonban

legtdbbszor kérik az a tévedési valdsziniséget és megadjak F kritikus értékét.

A bevezetésben bemutatott példa szamszer( eredményeit a 6.3 tablazat mutatja be.



6.3 tablazat. Egytényez0s variancia analizis

L1 L2 L3 sordsszeg Soratlag
x1. 1,5 1,6 1,3
X2. 1,55 1,72 1,3
x3. 1,47 1,4 1,4
x4. 1,48 1,45
X5. 1,55
X;j 0sszegek 4,52 7,75 5,45 17,72
Mérésszamok 3 5 4 12
Szab.fokok 2 4 3 9
Atlagok 1,506666667 1,55 1,3625 1,476666
Eltérésnégyzet-0sszeg 0,0032666| 0,0588 0,016875 0,0789416
Varianciak 0,0016333| 0,0147 0,005625 0,008771
VARIANCIA ANALIZIS
Tényezdk SS df MS E p-érték
Csoportok kozott 0,081725 2 0,0408625| 4,658661459| 0,040851902
Csoporton bell 0,078941667 9] 0,008771296
Osszesen 0,160666667 11

A kritikus F érték 5% tévedést megengedve, egyoldalas kérdésfeltevésnél 4.256 lenne.

Ennél a kapott F érték nagyobb, igy a nullahipotézist, miszerint a laboratériumok egyforman

dolgoznak elvetjik. p értékbdl latjuk, hogy a déntés nem maodfelett biztos, hiszen, ha

"igazsagosabbak" akarunk lenni, és csak 3% tévedést vallalnank, a laboratoriumokat mar nem

tartanok kilonbozonek.




7. Osszefliggések vizsgalata

A matematikai statisztika eddig targyalt fejezetei tobbnyire egy valdszinQségi valtozéval
foglalkoztak, ha pedig tébbel, akkor is feltételezték azok egymastdl valo fliggetlenségét.
Nyilvanvald ugyanakkor, hogy vizsgalt rendszereket leird, azokra hat6 véltozok kozotti

Osszefliggések elsdrend( fontossaguak.

Az dsszefiiggések tobbféle szempontbol targyalhatok, pl. abbol, hogy oksagiak-e,
avagy nem azok, hogy van-e roluk elbzetes ismeretiink avagy csak tapasztalati leirasunk stb. A
tovabbiakban aszerint tegytink kiilonbséget, hogy két (vagy tébb) valészin(ségi valtozo
Osszefliggésével kell foglalkozni, avagy nem valészin(ségi (determinisztikus) valtozék hatnak
egy valoszinlségi valtozora. Ez utébbi valtozé legtobbszor azért tekintendd valészinlségi

valtozonak, mert pontos, valédi értékét ratelepedett hiba terheli:
Y = Yvalédi +e (71)

Ebben az esetben Y eloszlasa megegyezik € eloszlasaval, annyi kilénbséggel, hogy ha

e varhato értéke 0, akkor Y-€ Yyasdi -
7.1 Val6szinlségi valtozé fliggése determinisztikus valtoza(k)tol.

Bizonyos, hogy a gyakorlatban véaltozat hibatlanul nem lehet mérni vagy beallitani,
elvben tehat determinisztikus valtozé nincs. Az azonban mégis elfogadhatd, hogy egyes
fliggetlen valtozok két-harom nagysagrenddel pontosabbak, mint a fiiggd, igy nem okoz nagy

hibat, ha azokat determinisztikusnak tekintjik.
7.1.1 A legkisebb négyzetek elve

Akar valdszinlségi valtozo fligg determinisztikus valtozé(k)tol, akar determinisztikus,
sziikségiink van egy matematikai 6sszefliggésre (modelire), amelyik a fliggést leirja. Jeldljik a
modellt F-fel. llyen modell lehet egy origdon athaladé vagy altalanos helyzet( egyenes, egy
exponencidlis figgvény stb. A modellnek allandoi (konstansai, paraméterei) vannak
(meredekség, tengelymetszet) és fiiggetlen valtozoéi. Legyen az eldbbiek jele al, a2, ...
utébbiaké x1, x2..., de egyszerlség kedvéeért tekintsiink most egyetlen x-t. A figgetlen
valtozokat "prediktoroknak” vagy "regresszoroknak” is nevezik. A szamitott (jésolt, predikalt)
érték jel legyen y.

A modell tehat teljesen altalanosan igy fest:
Y = F(x1,x2,...al,a2...)

Ha a paraméterek ismertek, beallitott fliggetlen valtozéknal y kiszamithatd. A feladatot
azonban altalaban meg kell eldzze a paraméterek meghatarozasa (becslése), egyfajta
"kalibracio". Ismert x értékeknél parhuzamos kisérletekben meghatarozzunk y mért értékeket,

és a paramétereket tekintjik ismeretleneknek. Ha a mérések pontosak lennének, barmelyikbdl



ki lehetne szamitani az ismeretlen al, a2, ...paramétereket. A kapott y értékeket azonban

ismeretlen hibaval mérjik:

F(x;,al,a2,...)=y:1 + €
F(xz,al,a2,...)=y,+ &
o (7.2)
F(xm,al,a2,...) =y, + &

ezért a (7.2) egyenletekbdl mérésrl mérésre mas a paraméterek adédnanak. Megallapodas
szerint azokat az al, a2, ... értékeket fogadjuk el optimalisnak, amelyeknél a mért és szamitott

értékek kulénbségnégyzeteinek 6sszege minimalis:
g U5
Q=a gﬁh -y, £ =min (7.3)
i=1 g

y az F(x,a,b) modellel szamitott értéket jeldli.

Ez a kdvetelmény a legkisebb négyzetek elve. Gyakorlati alkalmazasara a kévetkezd

fejezet ad példat.

Az e hibakrol nemcsak azt szoktak feltételezni, hogy varhaté értékiik 0, hanem azt is,
szorasuk megegyezik. Ez az un. homoszkedasztikus eset. Ha ugyanis a mérési hibak x valtozo
mentén valtoznak (heteroszkedasztikus eset), a fellépd nagy eltérések (azok négyzetei)
aranytalanul eltorzitjak a minimum helyét, ezzel a paraméterek értékét. llyen esetben az
eltéréseket sulyozni szokas, amivel a minimum kévetelmény igy alakul:

n

aw(y - F(x,ala2,..))* =min (7.4)

i=1

A suly altaldban az adott x valtozéértéknél érvényes variancia reciproka:

W = 1
I SIZ

(7.5)

A sulyozott legkisebb négyzetek médszerére mas esetekben, pl. az y valtozéra

alkalmazott transzformacio miatt is sziikség lehet.
7.1.2 Egyenes paramétereinek becslése (lineéris regresszid)
a) Az egyenes allandoi

A lineéris regresszional az egyenes ismert egyenletének érvényességét tételezzik fel:
y =F(x,a,b) =a+bx (7.6)

A paraméterek becslésére n darab x;, y; értékpart hasznalunk fel. A becslés

gondolatmenetének megfelelden minimalni kell a mért és szamitott y értékek eltérése

négyzetének dsszegét :



n

y U g o) .
Q:a§i'yi9 :a(yi'a' bxi)Z:mm (7.7)
i=1 g

i=1

(Y az F(x,a,b) modellel szamitott értéket jeldli. A tovabbi 6sszefiiggésekben az
egyszer(ség kedvéért a szummazas jelénél az i indexet elhagyjuk, sét, ahol nem zavaré, az

index a véaltozok melldl is hidnyzik).

Az a és b paraméterek fliggvényében Q négyzetdsszeg nyilvanvaldan ott lesz
minimalis, ahol Q-nak a és b szerinti parcialis derivaltjai 0 értékidek lesznek. Fenn kell tehat

allnia, hogy
‘111_2:-25(%-61- bx ) =0 (78)
‘21—(5:-25‘ (yi- a- bxi)xi =0. (7.9)

A kapott egyenleteket egyszerlsitve, az 6sszegezéseket tagonként végrehajtva és

azokat rendezve az
an + bgx=3y (7.10)
ad x+bg X*=§ xy (7.11)

linearis egyenletrendszer adodik, amelyb8l megoldas utan a meredekségre a

N o [o] [o]
vonaxy-axay
b=— e Vv (7.12)
n& x*- (8 x)
Osszefliggés, a tengelymetszetre pedig (7.9) egyenlet n-nel val6 osztasa utan az
V]
a=y- bx (7.13)

képlet adadik.

(7.12) képlet kbnnyen szamithat6 tényezoket tartalmaz. Mind szamlaloja, mind
nevezdje aritmetikai mlveletekkel atalakithaté Ggy is, hogy a képlet jobban megjegyezhetd és

tobbet mondo alaku legyen:

a (x - x)(y - v)

b=
é. (Xi - )_()2

(7.14)

A paraméterbecslés ismertetett elve és a (7.10), (7.11).egyenletek tobbvaltozos linearis

Osszefliggések paramétereinek becslésére is altalanosithatok. Az

y=a, +axl+a,x2+...+a,xm (7.15)



lineéris modell paramétereinek becslései n darab méréshdl az m + 1 ismeretlenes

a,n 1é X1 + azé X2, + +amé Xm, :é Y,
aoaXl+aé.XJf+ aéxxx2+ w3, xixm =g Xy,
a,q X2 +a,q x1x2 +a,§ x2 .. ta g xX2xm =8 x2 vy (7.16)

o o o o 2 o
aa Xm+a g xLxm +a,g X2 xm +... +a, g Xm =g xmy,
linearis egyenletrendszer megoldasaval lehet megkapni.

b) Szérasbecslések

Tételezzik fel, hogy az y mennyiség valoban linearis fliggvénye x fliggetlen valtozonak.
Ebben az esetben csak a mérési hiba az oka annak, hogy a mért pontok nem esnek pontosan a

becsult egyenesre. Ebbdl kévetkezik, hogy ebben az esetben az

(7.17)

mennyiség a mérési hiba becslése. (A szabadsagi fok azért n - 2, mert az egyenes két

allandoja két megkotést jelent az y mért értékek kozott). Ez a becslés egyébként

s= ﬁg& (y y) [ag (XX)(Z) y)] ; (7.18)
:Jﬁ( (y- ¥ - b x- %)y~ ¥)

maédon is szamithato.
Felvetddik ezekutan a paraméterek és a kapott paraméterekkel szamitott y értékek

szoéradsanak becslése. Ezek rendre a kdvetkezok:

s, —s\/l X (7.19)
n 3 (x- %) |
1
S, =S —é (X_ )_()2 (7.20)

Normalis eloszlasu y értékek esetén adott valoszinlségl konfidencia tartomanyt is

megadhatunk a paraméterekhez.

Q>
+

- tn- 2,a Sa
(7.21
T tn- 2,a SD

O



A becsiilt paraméterekkel barmely x* valtoz6hoz kiszamithat6 egy Y érték varhat6

értékének szorasa:

—\2
1 X* - X
n

3 (X _ ;()2 (7.22)

Ez az x*-t6l fliggd mennyiség a regresszids egyenes felett és alatt megadja a
konfidencia "ovet", tajékoztat arrdl, milyen hatarok k6zott mozog a regresszios egyenes 1 - a

valészinlséggel.(7.1 abra). Mint lathat6, a konfidencia tartomany az egyenes "sulypontjaban"

(az X =X pontban) legkeskenyebb és az egyenes két széle felé nd.

Konfidencia- és predikcids hatarok

//,
800 ///
4 . ,/
600 - e
N 4 ////I
ki -
‘S 400+ //_/
> pd
- ///
-
200 ] / .
0 T T T T T T T T T 1

0 2 4 6 8 10
X fuggetlen valtozo

7.1 abra. Regresszids egyenes és a megbizhatosagi 6vek. Fekete négyzetek: mért
értékek. Egyenes: regresszés egyenes. Bels6 6v: konfidencia hatarok, kiilsé ov: predikcios

hatarok.

Barmely x* valtozénal jovGben mért y varhatd helyének bizonytalansaga nagyobb. A

joslasi (predikcios) szoras:

1 X* - X

S =s[1+—+
y o —\2
(x- x)

n-a

(7.23),

amit a 7.1 &bran a kiilsé 6v mutat meg.
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c) Az illesztés jésaga
A 7.2 abrat tanulmanyozva lathato, hogy hogy az y; - )7i tavolsag nem az egyetlen,
amelyiket definialni lehet. Beszélhetiink az Y, - Yy tavolsagrol, és az y, - Y tavolsagokrol is.

Belathato, hogy az y, - Y tavolsagok

a@.-yr (7.24)

négyzetosszege ill. az azokbél szamitott "modell okozta széras" arrél vall, miért térnek

el az y mért értékek atlaguktél amiatt, hogy azok x fliggvényei. Az is érthetd, hogy ha ez a

szoras 6sszemérhetd a kisérleti szorast becsld, Yy, - V. kiilonbségek

(v - 9.) (7.25)

Qo

1

négyzetdsszegébdl szamitott "rezidudlis szorassal", akkor kétséges a fliggés léte. Ezért szamos
esetben a regresszios szamitast variancia analizis (I. 6. pont) kdveti, ahol ennek a két
szorasnak négyzetét (varianciajat) F prébaval hasonlitjak 6ssze. Minél nagyobb F, annal
biztosabb a fliggés. Megjegyezhetd, hogy a modell okozta eltérésnégyzetdsszeg és a

rezidudlis eltérésnégyzetdsszeg kiadja az y, - Y tavolsagok

n

o —\2

aly-v (7.26)
totalis négyzetosszegét, mert

y, - v=(yi - 9.)+(9 - v) (7.27)
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1 Linearis regresszio

800

600

Y véalasz
N
o
o

200

0 . , . , . , . , . ,
0 2 4 6 8 10

X fuggetlen véltozo

7.2 abra. A regresszid megitéléséhez

A regresszi6 jésagat szokas a modell okozta eltérésnégyzetdsszeg (7.24) és a teljes

(totalis) eltérésnégyzetdsszeg (7.26) hanyadosaval is jellemezni.

é. (9. - y)z
re=2 (7.28)
é. (yi - y)z

Ez a mennyiség azt adja meg, hogy az y értékek x-menti valtozasanak hanyadrésze
tulajdonithaté a linearisnak tekintett fliggésnek. Az r* hanyados az r korrelciés egyiitthaté (1.
7.2 pont) négyzete. Nem tul érzékeny mutatd. Ha a mért pontok valamennyien pontosan az
egyenesen vannak, értéke 1, de szemmellathatéan szoré és nem is linearisan figgé mért

értékeknél is viszonylag magas (0.9 feletti) lehet.
7.1.3 Nemlineéris paraméterbecslés

Nemlinearis (pl. hatvanyfliggvénnyel leirhatd, reciprokos, exponencialis)
Ossszefliggések paramétereinek becslésére a legkisebb négyzetek médszere ugyancsak

alkalmazhat6. Az optimalis paramétereket megadd

(yi - F(x ,aLa2,...))2 =min (7.29)

Qo

1
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kritériumban az F fliggvény nemlinearis , igy a derivalas utan (ha az lehetséges) kapott (7.8),
(7.9) 6sszefliggésekre emlékeztetd egyenletek nem linearisak és megoldasukhoz a numerikus

matematika erre alkalmas moédszerei hasznalhatok.

Egyes esetekben nem kell ehhez a nehéz eljarashoz folyamodni. Az
y=a, +ax+a,x* +ax’ (7.30)

fiiggvényben példaul helyettesithetiink. Legyen x1=X, X2=x?, x3=x3. Ezzela (7.30)

egyvaltozos 6sszefiiggés az
y=a, +axl+a,x2+a,x3 (7.31)

haromvaltozés, am linearis fligvénnyé alakult, amelyikbdl a linearis regresszié szabalyai szerint

a keresett paraméterek meghatarozhatok. (I. a 7.16 egyenletrendszert). Hasonléan lehet eljarni

pl.az Yy =a, +a, In X modell esetén is.

Flggvények gyakran ugy linearizalhatok, hogy a transzformacié az y fliggd valtozot is
érinti. Az

y=ae ™ (7.32)
0sszefliggés mindkét oldalat logaritmizalva az

Iny=Ina- bx (7.33)

linearis fliggvényhez jutunk, amelynek paraméterei lineéris regressziéval becsiilhetok.

Az
Ink=c- al/T (7.34)
Osszefliggés y = In k és x = 1/T helyettesitéssel linearissa alakithato.

A mért értékeket érintd atalakitdsoknal azonban figyelni kell arra a kévetkezményre,
hogy az eredetileg (alkalmasint) egyenld nagysagu hibak a transzforméciok utan eltérokké, sot
esetleg aszimmetrikusakka valnak, igy a becsilt paraméterek torzitottak lehetnek és hibaikrol
gondos munka utan lehet nyilatkozni. A sulyozott legkisebb négyzetek modszerének

alkalmazasa mindenképpen indokolt.
7.2 Val6szinlségi valtozok dsszefliggése

Két valészinlségi valtozé ugyancsak osszefligghet. Az 6sszefliggés abban nyilvanul
meg, hogy az egyik valtozé ndvekedése vagy csbkkenése egyuttjar a masik valtozé

csOkkenésével vagy ndvekedésével. Ezt az Osszefiiggést a kovariancia méri:

C(X,Y) = E[(X - E(X)) (Y- E(Y))] (7.35)
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Ez a mennyiség pozitiv, ha az X és Y valdszinlségi valtozék egyiitt mozognak, negativ,
ha ellentétesen. Szokas a kovarianciat a két valtozé szérasaval osztva a - 1 és +1 hatarok kdzé

szoritani. A kapott mennyiség a korrelacios egyitthato:

CIX,Y
 =CX.Y) (736
S X S Y
Minél inkabb megkozelitir a +1 vagy - 1 értéket, annal szorosabb a két valtozé kdzotti
Osszefliggés. Ha el is éri, a két valtoz6 egymas lineéris fliggvénye. Ha a korrelacios egyiitthato
0, akkor a két valtozo korreldlatlan. Ha két valtozo figgetlen, akkor korrelalatlan is. Forditva a

megéallapitds nem érvényes. Attol, hogy r 0-értékd, a két valtozo kézott meég lehet
fliggvénykapcsolat. Kivételt ez alél a normalis eloszlasl valtozok képviselnek.
A korrelacios egyiitthat6t mintabdl az

]

_oabexfy-y) _ aw-axay/n ‘
JA(-xP& -y Jlax-@xmfay-@yfin)

statisztika becsli.

(7.37)

Ha a korrelacids egyltthato szignifikans 0 értékét akarjuk megvizsgalni, a

N -2
f =|r|1/f_ > (7.38)

akkora H,:r =0 nullahipotézist a

értéket kell kiszamitani. Ha ez nagyobb, mint t,_, . ,

tévedési valdszinlséggel elvetjik.
Korrelalt valészinlségi valtozok linearis dsszefliggését lehet regresszidval vizsgéalni. A

regresszios egyenes azonban mas helyzet(, ha Y-t X figgvényében, avagy X-et Y

fllggvényéban vizsgaljuk.

Altalaban fennall, hogy a korrelacié nem jelent szilkségképpen oksagi kapcsolatot. A

fligg0 és fliggetlen valtoz6 fogalma ebben a kérnyezetben gyakran értelmezhetetlen.



