A 3.2.5 pont példajanak adatai

C1 Cc2 C3 C4
0.00000 0.00000 0.00000 0.00000
0.00000 0.11916 0.00131 0.14327
0.11458 0.27336 0.00785 0.34957
0.15625 0.31308 0.00916 0.43840
0.19792 0.32243 0.01440 0.44699
0.30208 0.32710 0.01832 0.44986
0.31250 0.35280 0.03010 0.51576
0.34375 0.37850 0.04450 0.61032
0.35417 0.41121 0.04581 0.63897
0.40625 0.42056 0.07068 0.65330
0.42708 0.42056 0.07592 0.68481
0.46875 0.42523 0.09031 0.72493
0.47917 0.45093 0.09162 0.73926
0.56250 0.45561 0.10864 0.78223
0.58333 0.47196 0.14136 0.82521
0.62500 0.57944 0.14660 0.86819
0.66667 0.60047 0.14921 0.88539
0.75000 0.62617 0.19372 0.89685
0.79167 0.64019 0.19503 0.89685
0.82292 0.66122 0.19634 0.94842
0.83333 0.70093 0.19634 0.95415
0.92708 0.89019 0.29450 0.98567
0.98958 0.95093 0.64398 0.99140

1.00000 1.00000 1.00000 1.00000



4. Statisztikai jellemzdk megbizhatésaga

4.1 Konfidencia tartomany, konfidencia szint

A mintakbol meghatarozott becslok magukban is érdekesek lehetnek, kilondsen, ha
mintak 6sszehasonlitasardl van sz6. Természetes azonban, hogy a jellemz&k akkor értékesek
igazan, ha azok megbizhat6sagarol is van képiink. Ez a kivanalom egyenértékii azzal, hogy
tobbé kevésbé ismerjik a becsld statisztikak eloszlasat, de legalabbis alkalmazhatunk néhany
valoszinQségszamitashol ismert egyenldtlenséget. Emlékeztetiink arra, hogy a mintakbol

szamitott becslések valoszinlségi valtozok fliggvényei I[évén maguk is valészin(iségi valtozok.
A gyakorlatban a kérdések altalaban igy vetddnek fel:

(a) mi a valészin(sége annak, hogy a valészin(ségi valtozé egy realizacidja (= a
kovetkezd megfigyelt adat) eldirt hatarok kbzé essék (pl a £ x £ b)?
(b) melyek azok a hatarok, amelyek kézé a kovetkezd megfigyelt adat el6irt

valészinlséggel esik?

A két kérdés lényegében ugyanaz, egyik feladat a masik inverze. Az (a) kérdéssel egy-
egy megfigyelést értékeliink, a (b) kérdéssel kovetelményeket fogalmazunk meg, pl.

pontassagot irunk eld.

Ha ismerjiuk a szobanforgo valoszinldségi valtozo eloszlasfliggvényét, mindkét kérdésre

vélaszt kaphatunk:
pa£ x<b)=F(b)- F(a)= of (x)dx (4.1)
A tovabbiakban az altalanossag kedvéért folytonos valészinliségi valtozok esetére mutatjuk be a megoldasok

gondolatmenetét.

4.2 Nevezetes eloszlasok

Természettudomanyos gyakorlatunkban egyik leggyakoribb eloszlasfiiggvény a
normalis eloszlas. Ha valamely vizsgalt valtozéra szamos, énmagaban kis hatasu, a valtozé
értékét egyforma eséllyel néveld vagy csokkentd tényezd is hat, szamithatunk arra, hogy

megfigyelt értéke normalis eloszlasu lesz.

4.2.1 A normadlis eloszlas

A (4.1) integrél ezesetben:

p(a€ x<b)= s

(4.2)

1 b
2p TP

[(SHEEe)

S

ahol maz x valtoz6 varhat6 értéke, s pedig annak szérasa. (4.2) figgvénynek nincs

analitikusan megadhat6 integralja, értékeit numerikusan szamitjak ki az



standardizalt, 0-kbzep( és 1 szoérasu valtozora, -¥ és x hatarok kozott. (Ezt az eloszlast szokas

N(0,1) roviditéssel jeldIni). Miutan a

) X

xp(— u®/ 2)du (4.3)

F(x)=%p_

fliggvény szimmetrikus, tablazatokban csak az eloszlas (masodik) felét adjak meg, 0 és + ¥

*

hatarok kodzétt, ahol a F (x) valésziniség 0.5.tdl 1-ig nd.

Negativ x argumentumok esetén a valoszin(séget
- X X
of (uydu=1- of (uydu=1- F(x) (4.4)
-¥ -¥

maédon kell keresni. Ha arra vagyunk kivancsiak, mi annak val6szinGsége, hogy x a -b és +b

hatarok kozott 1ép fel, a tAblazat b argumentumahoz tartozé érték kétszeresébdl ki kell vonnunk

1-et. Ugyanis:
b b -b b e P o b
of (u)du = of (u)du - of (u)du = of (u)du - él- of (U)duz=2 of (u)du-1=
-b ¥ ¥ ¥ -¥ @ -¥

=2F(b)- 1 (4.5)

Erdemes megjegyezni, hogy normalis eloszlas esetén

p(-1 £X £ 1) =2F@1)- 1= 0.6826
p(-2 £X £ 2) =2F(@2)- 1= 0.9545
p(-1.96 £X£1.96) =2F(1.96)- 1= 0.9500
p(-3 £X £ 3) =2F@3)- 1= 0.9973

illetve nem standardizalt valtozéra:

p((M S) £X £(MFS)) = 0.6826
p((m 2s) £X £ (M+ 28)) = 0.9545
p(m 1.96s) £x £m+ 1.96s) = 0.9500
p((Mm 3s) £X £ (M+ 3s)) =0.9973

Azt a tartoméanyt amelybe a valészinliségi valtoz6 varhatdéan p valésziniséggel esik, a
valtoz6 p szintd megbizhatésagi vagy konfidencia tartomanyanak nevezik. A valtozé

természetesen a = 1 - p valoszinlséggel a konfidencia tartomanyon kiviil is realizalodhat. Ezt

az a értéket tévedési valoszinlségnek szokas nevezni. A konfidencia tartomanyt gyakran a

szint( tartomanynak is nevezik.




A bevezetésben feltett (b) kérdés, azaz az, hogy megkivant, rendszerint kerek
konfidencia szinthez milyen + ks konfidencia hatarok tartoznak, alkalmasan atrendezett

tablazatokkal valaszolhaté meg.

p a=1-p k
0.99 0.01 2.5758
0.95 0.05 1.9600
0.90 0.1 1.6449
0.70 0.3 1.0364

A normalis eloszlas -és a tovabbiakban targyalt Student és c? eloszlasok szamértékeit

kézikdnyvekben vagy pl. a http://math.uc.edu/~brycw/148/tables.htm internetcimen lehet

megtalalni.

4.2.2 A Student eloszlas

Ha egy normadlis eloszlasu sokasagbol vett minta sok elemd (n > 120), akkor a mintabdl
szamitott s standard deviacié j6l becsuli az elméleti szérast, S-t. Ha azonban nem ez a
helyzet, a kevesebb elem{ mintabdl becsiilt s standard deviacidval szélesebb konfidencia

tartomanyt kell megadnunk ahhoz, hogy biztonsdgunk megmaradjon.

A helyes 6sszefliggéseket ezekben az esetekben a normalis eloszlas helyett a Student
eloszlas adja meg, amelynél a konfidencia tartomanyok szélességét megado t szorzék a minta
elemszamatol, pontosabban a minta szabadsagi fokatdl fliggenek.

A szintén szimmetrikus

(4.6)

Student eloszlas szintén tablazatoltan talalhato. Leghasznalatosabbak azok a tablazatok,

amelyekkel az a tévedési valdszinliséghez és a n szabadsdagi fokhoz tartozo konfidencia

tartomany hatarai kereshetfk ki. (Minta. 4.1 tablazat)




4.1 tablazat. Student eloszlas t értékei, klilonb6z6 mérésszamnal

a=1-p T
n=3 n=15 n=%
0.99 0.01 9,925 2.977 2.5758
0.95 0.05 4.303 2.145 1.96
0.90 0.10 2.92 1.761 1.6449
0.70 0.30 1.386 1.076 1.0364

4.2.3 A c? eloszlas

Mivel a val6szinGségi valtozok négyzetei (pl. a szoras négyzete, a variancia )
gyakorlatunkban igen jelentfsek, fontos szerepl az a fiiggvény, amelyik a figgetlen, kilon-

kilén N(0,1) eloszlasu valtozok
CP=XZ+XZ+..+ X (4.7)

osszegének eloszlasat adja meg, a c? eloszlasfiiggvény:

1 x n1 u
Fln,x)=— ¢ 2 e 2du @)
22 Qo
e2g
ahol n a szabadsagi fok, a fliggetlen val6szinQségi valtozok szama. A fliggvény lathatéan két
véltozotdl fliggben adja meg azt, mi a valészinlisége annak, hogy a valtozok négyzetdsszege x-

nél kisebb.

4.2.4 Az F eloszlas

A normalis és Student eloszlast sikeresen alkalmazzak normdlis valtozok
kilbnbségeinek vizsgalatara. Valdszinlségi valtozok négyzettsszegei esetén hasznosabbnak

bizonyult azok hanyadosainak kritikus megitélése.

Erre a feladatra (nevezetesen annak eldontésére,.hogy egyezdnek vagy eltérdnek
tekinthetd-e két valtozd négyzetosszege) az Fisher féle F eloszlas alkalmas. Ez a fliggvény két

fliggetlen, c? eloszlas valtozé hanyadosanak eloszlasarol tajékoztat. Az F fuggvény az

(4.8)




hanyados adott hatarok kozotti eléfordulasi valdszinlségét adja meg, ahol n; és n, a szamlalé
és nevezd szabadsagi foka. F szamlalgjaban és nevez6jében varianciakat ismerhetiink fel. Az F
eloszlas 0 és + ¥ kozott értelmezett. Ebbbl kbvetkez6en az F tértben a szamlalonak kell

kisebbnek lennie.
A gyakorlatban hasznalt F tablazatokban a vélasztott a tévedési valoszinlségnek,
tovabba a szamlalé és a nevezd szabadsagi fokanak ismeretében lehet megtalalni azt a kritikus

F értéket, amelynél egyezonek feltételezett valtozok esetén a kisérletileg megkapott F érték
nem lehet nagyobb.

5. Statisztikai hipotézisek, statisztikai dontések.

5.1 Alapelvek

Az olyan becslések, mint a kozépérték, a széras valdszinlségi valtozok, amelyeknek
megvan a maguk eloszlasa, varhato értéke, szérasa. Ha ez igy van, feltehet6k olyan kérdések,
hogy két becslés véletlenil tér-e el egymastol vagy az eltérésnek jelentds oka van? Mas
szavakkal fogalmazva kérdezziik:két becslés ugyanahhoz a sokasaghoz tartozik-e, azaz, ha
szamértékik eltér, akkor ez annak tulajdonithato-e, hogy mas sokasaghoz tartoznak, vagy csak
a véletlennek? Ezekre a kérdésekre valaszolnak a statisztikai probak.

A vélaszadas gondolatmenete ez:
(a) meg kell hatarozni két 6sszehasonlitand6 érték eltéréseét (kilonbségét).

(b) ha ismerjik a vizsgalt valdszin(ségi valtozok eloszlasat, akkor a két érték
kildnbségérdl elddnthetd, hogy mekkora annak fellépési valészinlisége. Az eltéréseket a
kilbnbség szérasahoz viszonyitjuk, azt vizsgaljuk, nagyobb-e az eltérés ennél a szérasnal,

vagy annak két-, haromszorosanal.

(c) ha ugy itéljik, hogy ez a val6szinGség kicsiny, akkor az eltérést nem a véletlennek
tulajdonitjuk és a két értéket jelentdsen, szignifikansan eltérdnek nyilvanitjuk, tudva azt, hogy

tévedhetlnk is. A kis valészinliség szokasosan az a tévedési valészinliséggel egyezik.

Hogy az eltérés mekkora valdszin(ségét tekintjik majd “kicsiny”-nek (mekkora tévedési
valoszindséget vallalunk), az a feladat kdrilményeitdl fliggd, eldzetes elhatarozas kérdése.

Belathato, hogy a valasztast a proba elttt illik megejteni.

A gondolatmenetet és a hasznalt szakkifejezéseket szemléljik meg egy példan. Tegyik
fel, hogy arra vagyunk kivancsiak, egy valészinlségi valtozo konkrét x értéke beletartozik-e egy,

altalunk ismert mkdzépértékd és S szorasu normalis sokasagba vagy nem? Mas szavakkal

arra, hogy a m-x kulonbség beesik-e

(- 38 £X- Mk+3s)

tartomanyba? Ha nem, akkor egy 0.27% valdszinlségl esemény kdvetkezett be. Ha
ezt kicsinynek itéljuk, akkor azt mondjuk, x nem tartozik a sokasaghoz és ebben 0.27%



valoszinlséggel tévedhetiink, hiszen elvben végtelen nagy vagy kicsi elem is lehetne a sokasag

eleme.

Formalisan ezt tesszik: A
p(M-usS £x< M+ usS ) (5.1)

valoszinQiség nem valtozik, ha a zaréjeleken beliili eseményt leird egyenldtlenséget

szabélyosan atalakitjuk:
(M- uS £x<M+us) =
(-usS £x-mM< +us) =
(x-nf£us)
- mey
S

Nos, ha az egyenldtlenség baloldala, amit U médon is szoktak jeléIni nagyobb, mint

harom, akkor a

paq’:x'n >39 (5.2)
g s 5 '

valészinliség a normalis eloszlas tablazata szerint 100 - 99.73 = 0.27%, ami kicsiny

valoszinlség, ezért x-et nem tartjuk, a sokasag elemének.

5.2 Statisztikai hipotézisek

Mivel statisztikai vizsgdlattal az igazsagot abszolut bizonyossaggal nem sikerdl
megéllapitani, az allitAsokat hipotéziseknek nevezzik, és nem azt mondjuk réluk, hogy igazak,

vagy hamisak, hanem azt, hogy elfogadjuk-e dket, vagy elvetjik.

5.2.1 Nullahipotézis és alternativ (ellen)hipotézis

Feltevésiink altalaban az, hogy a vizsgalt becslések megegyeznek, azaz kilénbségik

0. Innen a nullahipotézis elnevezés és a (Ho) jelblés
Hoom=m (5.3)

A nullahipotézissel szemben alternativ hipotézist (Ha) szokas felallitani, amely lehet a

nullahipotézis ellentéte, de nem sziikségképpen az.
Ham?: m (5.4)
vagy példaul

Ham>m (5.5)



5.2.2 Egyoldalas és kétoldalas hipotézisek

Az (5.3) (“egyenld”) hipotézissel szembeallitott (5.4) (“nem egyenld”) és (5.5)

(“nagyobb”) hipotéziseket meg kell kiilénbdztetniink! Az els6 esetben elvetjik a hipotézist akkor
is, ha a m - mkildnbség tdl nagy negativ, és akkor is, ha ha tul nagy pozitiv szam. Ha 5%

tévedési valdszinlséget valasztottunk, 2.5% valoszinlséget kell adni annak, hogy a kiilénbség

a "haranggorbe” egyik végére, 2.5%-ot annak, hogy a masik végére essék. A kérdésfeltevést
ezért is nevezik "kétoldalas" (two sided) feltevésnek. Ha viszont a Hx: M > M} alternativ
hipotézissel foglalkozunk, csak az a hatar érdekel, amelynél m 5% valészin(séggel nagyobb.
mint M. (Egyoldalas, one sided kérdésfeltevés.) Mas szavakkal: ha kétoldalas a feltevés,
azokat az u hatarokat figyeljik, amelyek a sriségfliggvény alatti 2.5% - 97.5% valoszinOségQ
terliletet hataroljak, egyoldalas esetben pedig a -¥ - 95% val6szin(ségteriletet. A
gyakorlatban ez azt jelenti, hogy a kritikus u értékeket kétoldalas prébanal a 0.025 (a/2),

egyoldalasnal a 0.05 (a ) oszlopban kell keresni.

5.2.3 Els6faju és masodfaji hibak

Statisztikai hipotézisek elfogadasanal vagy elvetésénél kétféle hibat lehet véteni:
els6faji és masodfaji hibakat:

Egy igaz hipotézis elfogadasa nincs hiba

Egy igaz hipotézis elvetése elsdfaju, vagy a hiba.-
Egy hamis hipotézis elvetése nincs hiba

Egy hamis hipotézis elfogadasa masodfaju vagy b hiba.

A kétféle hiba jelentGségét csak az adott helyzetben lehet mérlegelni. A kériimények
dontik el, hogy mi okoz nagyobb kart: egy jobb névényvéddszer elvetése, vagy egy rossz
bevezetése, egy beteg kezelésének elhagyasa, vagy egy egészséges megoperalasa. Az
els6faju hiba valoszinliségét a tévedési valdszinliség cstkkentésével lehet kisebbiteni. A
masodfaji hiba valészinliségének beallitdsa bonyolultabb kérdés.

5.3 Gyakori statisztikus prébak

A tovabbiakban két gyakran hasznalt példat mutatunk be. A példak tébb szempontbal
egyszeriek, de j0 megjegyezni, hogy a matematikai statisztikanak a gyakorlatban felvet6dé
nehezebb feladatokra (nem normadlis, vagy ismeretlen eloszlasu adatok, kiilénbdzd mértel

mintak stb.) is szamos megoldasa van.

5.3.1 Két szamtani kézép egyezésének vizsgalata

Két mérési eredményt akarunk dsszehasonlitani. A mérési eredmények véges n; és n,

parhuzamos mérés atlagai, szamtani kdzepek, X, .és X, értékek. Tudni szeretnénk, eltér-e




egymastol a két eredmény. Egyszerlség kedvéért tételezzik fel, hogy a két eredményt
ugyanannyi parhuzamos mért értékbol szamitottak, és azt is, hogy a mérési modszer
pontossaga a két mérés kozott nem valtozott. Tegyik fel tovabba, hogy a mért értékek normalis

eloszlasuak.
A nullahipotézis:
Hoom=m Feltevés :s;=s, n;=n,
Az ellenhipotézis:
Ham?! m
A nullahipotézisbdl kdvetkezik, hogy a vizsgalt valoszindségi valtozonk am - nmp

killonbség. Kérdés, mi ennek a kilénbségnek a szérasa? Tudjuk, hogy az X szamtani k6zép
varianciajat az s*n mennyiség becsli. A varianciak 6sszeadhatésagabél kovetkezik, hogy az

X, - X, killonbség szérasa becslése: /S /n, + S/ n, , esetiinkben: /(s> +s2)/n. A

szabadsagi fok: 2*(n-1). Ismerve ezeket a mennyiséget
L . )_(1 - X2
A szamitott t: t=
(& +<)/n

Ezt a mennyiséget kell a tablazati kritikus t(a,n)-értékkel 6sszemérni.

5.1 Numerikus példa (L. Sachs: Statistische Methoden, Springer, Berlin 1993. p. 77)

Legyen X, =42.76,X, = 40.21, Sf = 33.44,85 =2255 n=30

42.76- 4021  _ 255
\/(33.44+2255)/30 1.3661

t= =1.8666

t kritikus értéke 95%-0s megbizhatdsagi szinten, 58 szabadsagi foknal:
t(a/2=0.025n=58) =2.002
A m - m kilénbség konfidencia tartomanya:

2.55-2.002*1.3661 £ mlL - n <2.55 +2.002 * 1.3661

-0.1847 £l - n < 5.2847

A két kbzépérték nem tér el egymastol szignifikdnsan, Hy-t megtartjuk, a kilénbség

konfidencia tartomanya 95% val6szinlséggel tartalmazza 0-t.

5.3.2. Tapasztalati szérasok 6sszehasonlitdsa

Mint errdl a 4.2.3 és 4.2.4 pontban mar sz6 volt, valészinlségi valtozék négyzetei
0sszegének 0sszehasonlitdsara célszerlen nem kiildnbségik, hanem hanyadosuk

eloszlasfiiggvénye hasznaltatik. Végesszamu mintakbol becsiilt varianciak ilyen mennyiségek, a
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dont6 figgvény az F-eloszlas. Ha a szorasok négyzetének hanyadosa meghalad egy bizonyos,
a-tol fliggd értéket, akkor a két variancia 1 - a biztonsaggal eltér egymastél. Az F eloszlas két
masik valtozoja a szamlalé és nevezd szabadséagi foka.

A préba lépései a kdvetkezdk: Legyen adott 2 minta. A mintak elemszama legyen n; és

n,. A két mintdbol meghatarozunk két standard deviaciot: s;-et és s,-t. Kérdés: szignifikdnsan

eltér-e a két szo6ras?

1) Fogalmazzuk meg a hipotéziseket:

HO Sf

s2 HasZls? (kétoldalas kérdésfeltevés)

Hp: S2 =52 Ha:S?2 <s? (egyoldalas kérdésfelteves)

2) Valasszunk tévedési valdszinliséget (a)
3) Valasszuk ki a két szoras kozil a nagyobbat. Kapja ez az 1 indexet.

4) Képezzilk a szamitott IA:hényadost:
£=S

5) Keressiik meg Fyitikus €rtékét

F -nek harom valtozoja van: a tévedési valoszinlség (a) és a két szabadsagi fok: N; =

ni-1 és Ny=n,-1.

A kritikus F értékek a tablazatok a oldalan, a N; oszlopban és a N, sorban talalhatok.
Egyoldalas kérdésfeltevésnél az a valdsziniiséghez tartozé tablazatot, kétoldalasnéal az a/2
valésziniiséghez tartozé tablazatot kell valasztani. Ha a szamitott F nagyobb a kritikusnal, a

nullahipotézist el kell vetni, a szorasok szignifikAnsan eltérnek egymastol, adott tévedési

valészinlséggel.

5.2 Numerikus példa: Elfogadhatjuk-e azt az 5.1 példaban megadott hipotézist,
miszerint az abban szerepld szérasok megegyeznek? (L. Sachs: Statistische Methoden,
Springer, Berlin 1993. p. 77)

Ho:SZ =s2 HaS21s2 (kétoldalas kérdésfeltevés)
a=0.05
st =3344, s£=2255n=30, n,=30, n,=29. n, =29

£=3344 ) 483<2.00= F(29,29,0.025)
22,55

A nullahipotézist elfogadjuk.



