Dimenzió mint entrópia

Ahhoz, hogy megértsük mit jelent a dimenzió entrópia jellege, meg kell vizsgálnunk mit is értünk tulajdonképpen az alatt a szó alatt, hogy entrópia. Ezt a szót a termodinamikában, a statisztikus fizikában éppúgy használják, mint az információ jellemzésére. Ebben a fejezetben összehasonlítást teszek a fraktáldimenzió és más entrópiák fogalmának kapcsolatára. Sokak szerint ez a kapcsolat csupán felszínes matematikai formalizmusok hasonlóságán alapuló egybeesés mások mélyebb kapcsolatot vélnek felfedezni. Én nem kívánom minősíteni ezt a kapcsolatot, de meg kell jegyeznem, hogy a témában jártas magyar tudósok szerint, akikre egyébként éppen a mélyebb kapcsolatot keresők hivatkozni szoktak (Tél Tamás) ezt a kapcsolatot nem annyira mély kapcsolatnak tartják.

A termodinamikai entrópia

 A termodinamikában, és itt elsősorban az egyensúlyi termodinamikára gondolok, a hosszú időre magára hagyott fizikai rendszerek, például egy tartályban lévő gáz tulajdonságait jellemezzük állapotukat jellemző paraméterekkel, mint például a hőmérséklet, a térfogat vagy a tartályban lévő molekulák száma. Ezek között vannak úgynevezett additív – termodinamikai szóhasználattal élve – extenzív mennyiségek, ilyen a térfogat, vagy a molekulák száma, ami azt jelenti, hogy ha két gáztartályt egymás mellé teszünk, és a közöttük lévő válaszfalat kivesszük a térfogat és a molekulaszám értelemszerűen összeadódik. A hőmérséklet és a nyomás viszont kiegyenlítődik, ezért ezeket intenzív mennyiségeknek nevezzük. Matematikai formalizmusban a p nyomás és V térfogat mennyiségek egymáshoz tartoznak, azaz a nyomás a térfogat intenzív paramétere, a térfogat viszont a nyomás extenzív paramétere. Azaz ha összenyomjuk a gázt nő a térfogat. Formálisan a hőmérsékletnek is kell legyen egy extenzív paramétere, és ez az általában S-sel jelölt entrópiának nevezett mennyiség, amely a gáz molekuláinak rendezetlenségéről ad számot a rendezetlenség mértéke. Feynman szerint ha kívülről például elforgatva a gázt nem tudsz különbséget tenni a molekulákat nézve az állapotok között akkor a gáz rendezetlen állapotban van. Itt jegyzem meg, hogy a pszichológiai szóhasználat gyakran a rendezetlenség, a teljes rendezetlenség állapotát nevezi entrópiának, ez a fizikában használt kifejezést tekintve pusztán fizikusi szempontból helytelen, hiszen az entrópia nem egy állapot, hanem az állapot egy meghatározó mennyisége. A rendezetlenség szemléltetésére általában egy sokáig rendbe nem tett szobát – mondjuk egy legénylakás képét – szokták emlegetni. Ha nagyon sokáig nem teszünk rendet a szobánkban rendetlenség lesz, ha nagyon rendetlenek vagyunk nagy rendetlenség lesz. Azért nem szeretünk rendet tenni, mert a rendcsinálás energia befektetést jelent, és mint minden fizikai rendszer mi is az energia minimumra törekszünk. A termodinamika II: főtétele szerint azonban az entrópia nem csökken, hiszen miközben rendet raktunk megizzadtunk hőt bocsátottunk ki magunkból, azaz növeltük a szoba hőmérsékletét, így a szobában lévő levegő entrópiáját is növeltük:
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 Az egyenlőség az irreverzibilis állapotváltozásokra nem érvényes. Az entrópia változásra tehát nem csökkenéssel reagál. Ez a tulajdonsága kiemeli a többi állapothatározó közül.

  Hawking –akit sokan a ma élő legnagyobb fizikusnak tartanak – népszerű Az idő rövid története című könyvében entrópikus időről beszél, vagyis az időt tulajdonképpen irányát tekintve mérhetjük az entrópiával is, amerre az entrópia nő arra múlik az idő. Ha az Univerzum véges életű, és az ősrobbanás után – amit ma már Nagy Bummnak is neveznek – lesz egy Nagy Zutty is, mi már nem élhetünk szűkülő világegyetemben, mert ekkor csökkenne az entrópia, és nem lenne idő.

A statisztikus fizika és az entrópia

 A statisztikus fizikában a statisztika, a valószínűség számítás eszközeivel vizsgáljuk a fizikai rendszereket, például szintén egy gázzal teli tartályt. A valószínűség számítás használatára a fizikában ezúttal nem azért van szükség, mert másként nem lehetne elméletben a problémát kezelni, mint a kvantummechanika esetében, hiszen elvileg egy tartályban lévő gáz minden molekulájára felírhatnánk a differenciálegyenleteket, és a Newtoni mechanika eszközeivel kezelhetnénk a problémát, hanem azért mert túl sok molekula van, és ezért ezt nem tehetjük meg, még a világ legnagyobb számítógépe segítségével sem. A másik két legjellemzőbb eset, ahol a valószínűség számítást érdemes a fizikában alkalmazni a már említett kvantummechanika, és a káosz elmélet, ahol még egyszerűbb fizikai problémáknál is az elvileg determinisztikus egyenletek kaotikussá váló mozgást írnak le, és gyakorlati okokból kell a valószínűség számítást alkalmazni.

   Mivel ez a dolgozat nem ebben a témakörben íródik, ezért vegyük ezt a legegyszerűbb esetet. A legegyszerűbb vizsgálati lehetőség, az amikor részrendszerekre bontjuk a rendszert, itt azonban ügyelnünk kell arra, hogy a „felbontásnál” a részrendszer mérete a makroállapotokhoz képest kicsi a molekulaméretekhez viszonyítva nagy legyen. Ez különbözteti meg pl. egy kép lefedésével történő analízisétől az eljárást, ahol a pixelméretek közeli boxlefedést nem elvi korlátok miatt nem csökkentjük egészen a nulláig, hanem mert ez nem lehetséges. A fraktálelméletben azonban ez minden határon túl megtehető. Feltesszük, hogy ismerjük a részrendszerek lehetséges állapotait, és hogy a részrendszerek megkülönböztethetőek egymástól, azaz ha az első és a második rendszert kicserélem egymással új állapotot kapok, hacsak nem voltak ugyanabban az állapotban. Legyen az i-dik állapotban lévő rendszerek száma 
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Itt nem jelöltem, hogy a szummázás mettől meddig tart, a részrendszerek lehetséges állapotairól nem mondok semmit, de egy gáz vizsgálatánál ez a szám végtelennek tekinthető. A probléma megközelíthető a kombinatórika ismert gondolatsorával, azaz ha megkérdezzük, mi a teljes rendszer állapotainak száma ha ismerjük a mikroállapotokat a következő az ismétléses permutáció képletével számolt  P-vel jelölt számot kapjuk:


[image: image4.wmf]!...

!

!

2

1

n

n

N

P

×

=


Az adott állapot valószínűsége
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az adott állapotot jelenti, tehát a szummázás az összes lehetséges makroszkópikus állapotra értendő. A valószínűségszámítás eszközeit használva megállapítható, hogy a fizikai rendszer a legnagyobb valószínűségi állapotba fog beállni, ha magára hagyják elég sokáig, azaz a várható érték és a legvalószínűbb érték közel egybeesik. A legvalószínűbb érték az az érték, mely állapotszáma a legnagyobb, ez pedig a Stirling-formula és a variáció számítás eszközeinek felhasználásával a Boltzman-eloszláshoz vezet, vagyis az i-dik részrendszer 
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adódik, ahol N tehát a részrendszerek száma, az exponenciális kifejezés az úgynevezett Boltzman faktor, Z az állapotösszeg, melyet a multifraktál-formalizmushoz hasonlóan
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[image: image10.wmf]alakban adunk meg.

Kijelenthetjük, hogy akár képfeldolgozásnál az i-dik boxhoz hozzárendeltük a tömeggel képezett valószínűségi mértéket, itt az i-dik részrendszerhez az energiájának megfelelő valószínűséget rendeljük hozzá:
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ahol 
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az i-dik részrendszer energiája. 

Az entrópia bevezetése a statisztikus fizikában

 Mint azt már a termodinamikáról szóló részben mutattam érdemes szétválasztani extenzív és intenzív mennyiségekre egy gáz állapothatározóit. A talán legfontosabb extenzív mennyiségünk a megmaradási törvény miatt is és a matematikai formalizmus miatt is az E energia. Vegyünk egy olyan fizikai rendszert, például egy gázt a szokásos módon, melynek minden más extenzív paramétere adott, és osztályozzuk az azonos energiájú makroállapotokat az energia szerint. Felvetődik a kérdés, hány mikroállapot tartozik ugyanahhoz a makroállapothoz. Jelöljük ezt a mennyiséget az 
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 jelöléssel, azaz egy infinitezimálisan kicsi energia intervallumba eső mikroállapotok számával.

 Tetszőleges rendszer entrópiáját a következőképpen definiálhatjuk:
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ahol 
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 a Boltzman állandó. Vajon miért érdemes így definiálni az entrópiát. Az energia és a T hőmérséklet összefügg egymással, és ezen keresztül a gáz rendezetlenségével. Mivel 
[image: image16.wmf]W

 a rendszer degeneráltságával függ össze és mivel a logaritmus függvény ismert
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tulajdonsága miatt, mint később látni fogjuk additív mennyiséget ír le, logikus ez a gondolat, és belátható, hogy ez a mennyiség valóban a hőmérséklet extenzív paramétere tehát azonos a termodinamikai entrópiával. Itt csak szemléltetésként mutatom meg, hogy két független rendszer 
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 állapotszáma összeszorzódik, ez a függetlenség definíciója, és így
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ahogy azt már említettem additív mennyiséget ír le, ahol tehát E az első, míg E’ a második rendszer energiája és az entrópiára megkapjuk az addíciós összefüggést.

Boltzman-eloszlás esetén az entrópia a
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alakot kapja, ahol korábbi jelöléseinkkel láthatóan visszakaptuk a Shanoni entrópia alakját. Hogy ez miért következett be azt az információs entrópia  bemutatásával és definiálásával szeretném szemléltetni.

Információ és entrópia

 Ebben a fejezetben szeretném vizsgálni mi történik, ha egy bizonyos dologról információt kapunk, mekkora változást hoz ez az életünkben. Mint eddig, most is a legegyszerűbb esettel kezdeném, ezen keresztül szemléltetve a gondolatmenetet. Vegyük az egyik legegyszerűbb információátadási formát a morze jeleket. Két morze jel van egy rövid és egy hosszú. Ami például spinek láncánál fel-le jellel a számítástechnikában 0-1 jelekkel mutatható, az itt rövid-hosszú hangjelekben jelenik meg. Néha egy bit információnak is nagy értéke lehet, gondoljunk csak egy leánykérésre, amelynél a lány sokat hezitál az igen és a nem között. Mekkora az értéke egy bit információnak. Ha semmilyen információnk nincs, annak a valószínűsége, hogy igen épp ugyanannyi, mint a nem valószínűsége 50-50%, akár egy fej vagy írás játéknál. Természetesen más valószínűségi eloszlás is előfordulhat. Nézzük meg mi az állapot az egy bit információ megérkezése előtt és után. Kezdetben nem tudjuk a bit értékét, két különböző állapotunk van, az információ megérkezése után elmúlik a bizonytalanságunk, a lehetséges állapotok száma 1. Nevezhetjük nyugodtan kicsit szóviccként is kezelve a degeneráltság állapotának a bizonytalanságunkat jellemző számot. Ez a szám a lehetséges állapotok száma például egy kocka dobás előtt 6. A degeneráltság szót a statisztikus fizikából vett interpretációként használtam. Jelöljük ezt a számot R-el. Nyilvánvaló, ha két pénzfeldobásunk van ez a bizonytalanság kétszer kettő azaz négy a pénzfeldobás eseményeinek függetlenségéből. Kockadobás esetén 36-szorosára nő ez a bizonytalansági szám. Az információ értékét jellemző mennyiségre elvárjuk, hogy additív legyen, és függjön az előbb bevezetett R számtól. A különböző állapotok jellemzésére R számot indexszel látjuk el és 
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-vel jelöljük az i-dik bit megtudásakor meglévő degenerációt. Evvel a jelöléssel tehát az információt jellemző mennyiségre a következő elvárást adhatjuk meg:
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Már tudjuk, hogy legegyszerűbb ha a logaritmus alakban keressük ezt a függvényt, hiszen minden ilyen függvény logaritmus alakú.
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 Nézzük meg ennek a mennyiségnek az értelmét. Ha két különböző hosszúságú információt egymás mellé teszünk, az információ mennyisége összeadódik, tehát az információ értéke nő. Az extenzív mennyiség, mely nem csökken a változásra szintén az entrópia jellegre utal. Most szemléletesen megmutatom, hogy ez valóban így van, azaz I entrópia. 

 Jelölje
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 annak a valószínűségét, hogy az érkező jel az i-dik állapotban van, azaz rövid vagy hosszú jel érkezik. Ha nem tudjuk, mi érkezik a jel valószínűsége ½. Nézzünk egy N hosszúságú információt, azaz amikor N db. jel érkezik hozzánk. Legyen 
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 a rövid jelek száma ebben a jelláncban, 
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 jelentse a hosszú jelek számát. Hány különböző információ érkezhet N hosszúságú jelsorozat által? Ez a szám ismét R-el jelölve:
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Látható mennyire hasonlít a formalizmus az előző részekben leírtakhoz. Az információ értéke
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A Stirling-formula n>100 esetén ismert közelítésével
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az információs képlet egyszerűen átírható
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alakba ahol az egyenlet baloldala az egy bitre jutó információ értéke, a jobb oldal kialakításakor figyelembe vettük, hogy a rövid és hosszú jelek összege éppen N, azaz az összes jel száma. Ésszerű jelöléssel
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azaz a j-dik jel relatív gyakoriságával felírva valószínűségét a
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alakot vélhetjük felfedezni. Ezután tehát már nyilvánvaló, hogy i entrópia.

A dimenzió és az entrópia kapcsolata

 Mint azt e fejezetben már láttuk a dimenzió is entrópia, mind matematikai alakját tekintve, mind viselkedését összehasonlítva az entrópiáról kialakított eddigi fogalmaink szerint. A dimenzió növekszik, ha két halmazt egymás mellé teszünk, azaz a változásra nem csökkenéssel reagál: 
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Vagyis két halmaz unióját véve a dimenzió a nagyobbik dimenziójú halmaz dimenziója lesz. Ennek oka, hogy akár a termodinamikai rendezetlenség, akár az információ értéke a mértékelmélet miatt a mintázatok tömege is additív, mondjuk úgy extenzív mennyiség:
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ahol 
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-vel a mértékelméletben szokásos jelöléssel az adott halmaz akármilyen értelemben vett mértékét tekintem. Az egyenlőség diszjunkt halmazokra érvényes, ha a két halmaz összeér, az egyenlőség jobb oldalánál kétszer számoljuk a közös pontokat. Ha egy halmazhoz olyan halmazt teszünk hozzá, mely része az eredeti halmaznak, a mérték, és ezen keresztül a dimenzió nem változik:
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Azaz egy részhalmaz hozzácsapását az eredeti halmazhoz összehasonlíthatjuk a reverzibilis változással a termodinamikai folyamatokat figyelembe véve. A kapcsolatok számát gyarapítja, ha megvizsgáljuk mit is jelent a dimenzió entrópia jellege a q paraméter függvényében. A multifraktál-spektrum paraméteres alakjánál a globális dimenzió meghatározásakor q paraméter függvényében határoztuk meg f értékét. A q=0 esetben a boxdimenziót kapjuk vissza, q=1 esetén pedig a
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összefüggés érvényes, hiszen
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adódik, mivel p valószínűségi mérték. E miatt 
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 értéke, és 
[image: image42.wmf])

1

(

a

 értéke is éppen p-hez tartozó információs entrópia értékét adja. Ez a szám kisebb mint a q=0 értékhez tartozó boxdimenzió, hiszen ez a spektrum maximuma. Felvetődik továbbá a kérdés, hogy a multifraktál-formalizmusban mi jelenti a degenerációt, amely az előző fejezetekben mindig szerepelt. Nos ez az azonos lokális exponensű „állapotok” –hoz tartozó azonos dimenziójú állapotok száma, összefüggésben a statisztikus fizikában látott esettel, ahol az azonos energiájú állapotok degenerációjáról beszéltünk. A lokális dimenzió és az energia tehát ugyanazt a szerepet tölti be a két formalizmusban, a fraktálok témakörében és a statisztikus fizikában. 

Kapcsolat a formalizmusok között

Felvetődik a további kérdés, milyen kapcsolat van a két formalizmus a fraktálmatematika és a statisztikus fizika között. A következő egyszerű szótárt használhatjuk:
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A lokális dimenzió tehát az energia megfelelője, q a hőmérséklettel van kapcsolatban, a dimenzió tehát az entrópia és a Legendre-transzformáción keresztül 
[image: image48.wmf]t

éppen F azaz a szabad energia megfelelője. A hasonlóság nem véletlen, hiszen mind a két formalizmust fizikusok csinálták, és gondolatmenetükben ugyanazok a levezetések szerepelnek. Az is kiderült, hogy a fraktálok nagyon jól szemléltetik a különböző fizikai rendszereket, például a Cantor halmaz multifraktalitásának vizsgálata és a végtelen spinláncok fizikája között egyfajta kapcsolat teremthető, ahol a fenti szótár használatával átjárhatunk a két formalizmus között. Így a fraktálmatematika használható a termodinamikában, de a termodinamika is használható a fraktálmatematikában, ez utóbbi gondolatmenetet termodinamikai formalizmusnak hívják, és részletesen nem foglalkozom evvel a témával. A matematikai hasonlóság még abban is áll, hogy a fraktálmatematikai feltételezés miszerint a partícionális függvény , a lokális dimenzió stb. hatványalakú tulajdonképpen mindig fennáll, azaz mindig használható ez a gondolatsor, kérdés, hogy a hatványalak ugyanavval az exponenssel meddig marad hatványalak, azaz meddig tart a skálázás. Ha ez a korreláció nagyságrendeken keresztül hat, már beszélhetünk fraktálokról. Későbbi fejezetekben tárgyalom, most csak megemlítem, hogy korrelációs analízissel állapítom meg egy képen látható mintázat nagyságrendeken keresztül való fraktáltulajdonságait, a boxlefedésnél, nem törődöm az előbbiekkel, és igyekezvén minél kisebb boxokkal lefedni a képet egy-két lefedéssel határozom meg a kép multifraktál spektrumát.

A multifraktál formalizmus

Bevezetvén a tört dimenzió fogalmát egy adott geometriai objektum, halmaz bonyolultságát tudjuk jellemezni, karakterizálni a halmaz dimenziójával. Felvetődik a kérdés vajon tudunk-e ennél többet is mondani a halmazról, tudjuk-e jobban jellemezni. A válasz a multifraktál formalizmusban van, mely a mintázat lokális tulajdonságairól is számot ad. Hasonlatként azt mondhatnánk, hogy ha meghatározzuk egy mintázat dimenzióját az olyan, mintha egy demokratikus választáson megmondanánk a győztes párt nevét, és azt hogy milyen arányban nyerte a választást. Ez megfelel a híradó főcímének, de semmi esetre sem részletes tudósítás. Ugyanis több párt is indult a választáson és azok is kaptak részszavazatot, és ezen eredményekről is számot kell adni. Visszatérve a fraktálok nyelvére, ha egy négyzetet és egy szakaszt egymás mellé teszünk azok dimenziója együtt kettő lesz, hiszen a négyzet "elnyomja" a szakaszt, és bármilyen dimenzió analízist veszünk is alapul az csak a négyzet dimenziójáról ad számot, és arról, hogy a szakasz is ott volt nem tudunk semmit. Az előbb „elmondottak” a tört dimenziós objektumokra is igaz állítások, azaz ha egy 1.5 és egy 1.3 dimenziós halmazt egymás mellé teszünk a dimenzió 1.5 közeli értéknek adódik. Ezért munkám során törekedtem arra, hogy egy egyszerű módszert dolgozzak ki elektronmikroszkópos képek multifraktál analízisére, mely a képeken látható mintázatok lokális tulajdonságairól is számot ad. A multifraktál-formalizmus az azonos lokális dimenziójú pontok globális dimenzióját adó multifraktál-spektrum meghatározásáról szól.

A lokális dimenzió

[image: image1.wmf]0

³

dS

Egy halmaz egy adott pontjához hozzárendelve a halmaz adott pontjára jellemző mennyiségeket karakterizálhatjuk a halmazt lokális tulajdonságai szerint. Ilyen jellemző adat a lokális dimenzió, melynek precíz matematikai definíciója:

Az x pont lokális dimenziója

A képletben 
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-al az r sugarú gömböt  (képfeldolgozási szempontból box) jelöltem, 
[image: image50.wmf]m

 az adott gömb mértéke. Ez a képlet a mi –képfeldolgozás szempontjait figyelembe vevő esetünkre nem vonatkozik, vagy inkább nem teljes matematikai precizitásában vonatkozik. Munkámban ugyanis olyan mintázatok analízisével foglalkoztam, melyek képeken lettek tárolva, tehát alsó határt az analízis pontosságának a pixelek tartománya, míg felső határt a kép mérete jelentette. Így inkább a fizikus körökben szokásos kevésbé precíz, inkább szemléletes definíciót alkalmaztam. Azt mondhatjuk, hogy a kép egy pontjának lokális dimenziója egy adott érték, ha a minta körül boxokat növesztve és azok mértékét, tömegét vizsgálva a
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hatványalakot kapjuk, ahol M az x középpontú R sugarú box tömege 
[image: image51.wmf]a

 pedig az ilyen módon definiált lokális dimenzió. Ha ez a hatványjelleg a pixelméretek nagyságrendjétől a képméretéig fennáll, azaz log-log skálán egyenest kapunk, akkor jól definiált lokális dimenzió értéket kaphatunk. Itt jegyzem meg, hogy a korrelációs analízis algoritmusával gyakorlatilag a lokális dimenziók átlagértéke kiszámításának egy módját adtuk meg, azaz a lokális dimenziók átlagával adtuk meg a globális dimenziót. Ez akkor lett volna pontosan így, ha minden pontra kiszámoltuk volna egyenes illesztéssel a lokális dimenziót, majd ezen értékek számtani közepét vettük volna. Mi ennél egyszerűbb eljárást alkalmaztuk, hiszen a boxtömegek átlagára illesztettünk egyenest, és ez lényegesen egyszerűbb. A multifraktálspektrum meghatározásánál is a módszer leegyszerűsítésére törekedtem, hiszen ha a minta minden pontjának lokális dimenzióját meghatározzuk, majd ezen pontok fraktáltulajdonságait még külön vizsgálva határozzuk meg a multifraktálspektrumot egy igen lassú eljárást kapunk.

A multifraktálformalizmus elmélete.
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Tekintsük a legegyszerűbb esetet. Legyen egy H halmaz adott, és fedjük le azonos méretű boxokkal, ahogyan azt tettük a boxcounting módszernél, azaz egy négyzethálót teszünk a halmazra. Minden boxhoz rendeljünk egy valószínűségi mértéket, esetünkben a box tömegével képzett számot:

A H halmaz sűrűsége
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Az adott box súlya

Ahol M az i-dik box tömege esetünkben a fekete pixelek száma. Minden boxot evvel a p számmal súlyozva tehát egy valószínűségi mértéket kapunk azaz:
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Ezen súlyokkal definiálhatjuk a következő partíciós –termodinamikai szóhasználattal élve állapotösszeg- függvényt:
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 EMBED Equation.3  [image: image55.wmf]
ahol N a lefedő boxok száma, tehát az üres boxokat nem vesszük figyelembe, 
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a lefedés finomsága, azaz a lefedő boxok relatív mérete, az én munkámban a kép méretéhez viszonyítva:
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ahol L tehát a kép lineáris mérete, l a box pixelekben mért mérete. Evvel mintegy normáltuk a matematikai problémát a nulla-egy intervallumra, kétdimenzióban, azaz az én képfeldolgozási munkámnál a nulla-egy intervallum négyzetre. Mint mindig most is hatvány függvénynek tekintjük a partíciós függvényt a boxok relatív méretének hatványfüggvényeként, ahol az exponens függ a momentum összegben látható kitevőtől q-tól. Minden lefedő boxhoz hozzárendeljük a boxhoz tartozó lokális dimenzió értéket:
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a boxhoz rendelhető lokális dimenzió. Vezessük be a kiszámítandó 
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 függvényt:
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Ezzel létrehoztuk az 
[image: image60.wmf]a

 lokális dimenziójú boxok globális dimenzió függvényét, ahol f természetesen függ a lokális dimenziótól. A létrehozott jelölésekkel újra felírhatjuk a partíciós összeget:
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Itt az összegzést tehát az azonos lokális dimenziójú boxok szerint végeztük.

A partíciós függvény most a következőképpen számolható:

[image: image93.wmf])

(

)

(

)

(

a

a

e

a

r

e

f

N

-

×

µ

Most tehát már figyelembe vettem, hogy a lefedés egyre finomodik, azaz 
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jóval kisebb mint egy, tehát a szummázás kvázi integrálássá válik. Ha a lefedésnél a boxok mérete kicsi az integrálban csak az exponens minimumának megfelelő tag szerepel jelentős mértékben, mint pl a Gauss függvény, mely egyre keskenyebb és egyre magasabb lesz, azaz egyre inkább a Dirac deltára hasonlít. Tehát nem csalunk nagyot, ha azt mondjuk, hogy 
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Ahol q most már a minimális értékhez tartozó paraméter. A definíciónál jelzett exponenssel összehasonlítva:
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Ez a formula a termodinamikából is jól ismert Legendre-transzformáció, melynek invertálásával a
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alakban a meghatározni kívánt multifraktál-spektrumot kapjuk, azaz az azonos lokális dimenziójú pontok globális dimenzióját adó függvényt, spektrumot. Ennek a spektrumnak a maximuma –a q=0 értékhez tartozó érték a mintázat dimenziója, hiszen egy összetett minta dimenziója a legnagyobb dimenzió érték. Erre az összefüggésre mutat a
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jelölés, mellyel egyben bevezettük az általánosított dimenzió fogalmát. q=0 esetén 
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 a boxcounting módszerből ismert értéket adja. Később tárgyalom az entrópia és a dimenzió szerepét, ahol nyílván valóvá válik, hogy 
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D

 épp az információs entrópia értéke lesz.

Egy egyszerűsített algoritmus

Munkám során törekedtem a multifraktál spektrum legegyszerűbb, matematikai szempontból és mérnöki kivitelezhetőség szempontjából legjobban átlátható és legjobban kivitelezhető meghatározási módszerére. Ezt a módszert a következő egyszerű gondolatmenetben találtam meg: Ha a multifraktál-spektrumot az elméletnek megfelelő módon határozom meg létre kell hoznom a partíciós függvényt, meg kell határoznom az exponenseket, majd Legendre-transzformálnom kell a kapott függvényt. Az általam ismert mások által alkalmazott módszereket rendkívül nehézkesnek véltem, ezért a Legendre-transzformáció kikerülésének módszeréhez folyamodtam, mellyel paraméteresen határoztam meg az 
[image: image68.wmf])

(

a

f

spektrumot. Feltételezve hogy 
[image: image69.wmf])

(

q

t

 differenciálható függvény egyszerűen következik, hogy a lokális dimenziók meghatározhatóak q paraméter függvényében deriválással, azaz
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 összefüggéssel. A módszer arra az ötletre alapszik, hogy 
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 differenciálásával határozzuk meg 
[image: image73.wmf])

(

q

a

 értékét, az exponenciális függvény deriválási szabályának megfelelően:
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 Mivel a képletben éppen a partíciós függvény hatványalakja szerepel, ennek segítségével számolhatunk:
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Ez a gondolat egyre finomabb lefedésekre egyre inkább igazzá válik. Ekkor a következő elemi matematikai számolással:
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 Ahol figyelembe vettem, hogy N a lefedő boxok száma véges, tehát a szumma jel és a deriválás felcserélhető egymással.

Ezek után már meghatározhatjuk a lokális dimenziókat q függvényében:
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Precíz matematikus szemmel ez csak határértékben végtelenül finom lefedés esetén igaz, képfeldolgozásnál azonban a pixelek méreténél kisebb felbontást nem tudunk „csinálni”. Formális szempontból vizsgálva fenti képletünket célszerűnek tűnik a következő jelölést alkalmazni az összefüggésben:
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Ahol a következő jelöléseket alkalmaztam:

Újranormált valószínűségi mérték
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Az i-dik box lokális dimenziója

Evvel a jelöléssel látható, hogy az így bevezetett 
[image: image78.wmf])

,

(

e

q

P

i

-al képezett súlyozott átlaggal – valószínűség számításbeli szóhasználattal élve – várható értékként, az adott boxokhoz rendelhető lokális dimenziók várható értékeként foghatjuk fel 
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Most már egyszerűen adódik a multifraktál-spektrum, és 
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 képlete, a Legendre-transzformáció segítségével:
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ahol  
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 megint a partíciós függvénnyel adható meg, míg a jobboldal első tagja:
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a második tag:
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melynek segítségével 
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a következő alakban írható, mely alak a  szokásos jelölésekkel jól rámutat a dimenzió entrópia jellegére. 
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