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. Az egzaktul megoldhaté modellek jelentGsége

. A Kepler—Coulomb-probléma jelent6sége a klasszikus és a kvantummechanikaban
Mindkét esetben alapveto felismerésekre vezetett

Mennyiségi = mindségi jellegii ismeretek

A modellalkotas iskolapéldai

. Részletes vizsgalatok: megoldasok, megmaradé mennyiségek, szimmetridk

. A Coulomb-probléma helye az egzaktul megoldhat6 potencialok k6zott

Transzformacios modszerek, az egydimenziés Coulomb-potencial



1. Az egzaktul megoldhaté modellek jelentosége

Hasznos, ha analitikusan leirhaté(k)
e Barmely allapot, akkor is, ha végtelen sok van
e Az aszimptotikus mennyiségek és a szingularitasok
e Atmenetek kritikus pontokon

e A rendszer szimmetriai

Az egzakt megoldasok segithetik a numerikus modszerek fejlesztését

és kombinalhatdk is azokkal



2. A Kepler—-Coulomb-probléma jelentosége a klasszikus

és a kvantummechanikaban

A klasszikus Kepler-probléma

Geocentrikus vilagkép Kuvantitativ modszerek a bolygok mozgasanak leirdsdra
Kopernikuszi vilagkép Vilagnézetileg attorés, modszertanilag nem (korpdlydk)

A Kepler-torvények A kordbbi ismeretek konzisztens, matematikar igenyil szintézise
[. A Naprendszer égitesteinek palyalya kipszelet, fokuszukban a Nappal
I1. A vezérsugar egyenld idék alatt egyenlo tertileteket surol

1. T? /a3 = const.

Galilei, Newton A felismert kinematikai torvények dinamikai értelmezése



A kvantummechanikai Kepler—Coulomb-probléma

Spektroszkopiai adatok Fenomenologikus formuldk, magyardzat nélkil (Balmer)
Korai atommodellek Maga az erdohatas ismert, de az nem, hogy mik kozott hat
Bohr-féle atommodell Koncepciondlis dattorés, de nem a végleges megoldds
HullAmmechanika A kordbbi ismeretek konzisztens, matematikai igényi szintézise

Az igazi H-atom A tovdbbi finomitasok (rel., HFS, Lamb) kis korrekciokkal jarnak



3.1 A klasszikus Kepler-probléma és szimmetriai

2 M
p_ P _am
2m r
Mozgésallanddk: E konzervativ erdtér
L (Kepler II. torvénye) centrdlis erdtér
Es még valami: e=1— W+Mp x L Runge-Lenz-vektor, Laplace-integral

a pdlya orientaciojaval és alakjaval kapesolatos

Az er6torvény miatt fellépé dinamikai szimmetria

Szimmetrikusabb alakban: A =~ymM (%)1/2 €
Ezzel:
—*miM?/[2(A? +L?)] ha E <0

VmiM?/[2(A? —L?*)] ha E >0



A Runge—Lenz-vektor, mint mozgasallandé értelmezése

€ iranya: a vonzécentrumbol a perihéliummal ellentétes iranyba mutat

nagysaga: a palya excentricitdsa (dimenzidtlan fizikai mennyiség)

E < 0 esetén a palya zart gorbe: ellipszis

Bertrand-tétel:

V(r) = ar” alaki centrélis potencidl esetén zart palydk csak a < 0, v = —1ésa > 0, = 2
esetén adédnak. Ez a Kepler-probléma és a harmonikus oszcillator esete. Ilyenkor a palya
ellipszis alakt és a vonzécentrum az ellipszis gyujtopontjaban, illetve a kozéppontjaban
van a két esetben.

1. megjegyzés: a harmonikus oszcillator ,,szimmetrikusabb”

2. megjegyzés: zart palyak kaphatok a fenti két esetben a

V(r) = ar’+b/r?
potencidl esetén is a palyamomentum bizonyos értékeinél: vagyis ha [(v 4 2)(1 +2b/L?]'/?
racionalis tort szam. Ekkor rozetta alaki palyak addodnak.



3.2 A kvantummechanikai Kepler—Coulomb-probléma

Mit tudunk a Coulomb-problémardl?

Harmonikus oszcillator, hidrogénatom.
Van-e mas is a vilagon? En nem tudhatom,
De ha netan volna mas, azt rigja meg a 10,

Az csak perturbacio.

Fizikus indulo — részlet

http://mafihe.hu/fizikus-indulo



Ennél kissé kvantitativebben (a kvantummechanikai alapkurzusbdl)

Centralis potencial, a szogvaltozok szeparalhaték — — Y] (¥, ¢)

Radidlis Schrodinger-egyenlet:

o <d2 1(z+1)>_ze

2m \dr? r

o) =| | vty = o)

dr? r2
Kotott allapotok:

mZ2et
2h%(n + 1+ 1)2

Enl -

Kotottallapoti hullamfiiggvények:

Ton! 1/2 Qag
Uni(r) = do <2F(n Yo+ 1)!) xp <_3T> (aor) ™ L3 (aor)

ap = ((n+ 14 1)ro)~Y, ro = B/ (2mZe?)

L) (z): altaldnositott Laguerre-polinom, L) (z) = I;((’; Jff)ri,) 1Fi(—n,a+1,2)

F(—n,a+ 1,z): konfluens hipergeometrikus fliggvény



Ugyanez altalanosabban, D dimenziéban:

Radidlis Schrodinger-egyenlet:

Ho(r) = [ " <§—; L (z 4 ?) (z 4 %)) - Z—QZ] o(r) = Eg(r)

2m r2

Kotott allapotok:

B, = — (nnerzzfﬂ)z n,l=01,.. D>1
2
Kotottallapoti hullamfiiggvények:
D7) = ron! v _ % 1+ 271 7 (21+D-2)
m(r) = ao <2F(n 2+ D— 2)!) P ( 2 T> (agr)™ =" Ly, ™ (aor)

a = ((n+1+ (D —1)/2)ro)", 1o = 12/(2mZe?)



A kvantummechanikai Kepler—-Coulomb-probléma szimmetriai

B p2 Ze2
~2m r
Mozgasallandok: E wdofiiggetlen dinamika
L?, Ly |[H,L?| = [H,L3] =0  centrdlis potencidl, — SO(3)
e="+ m[L x p—px L] Runge-Lenz-Pauli-vektor
e,H|=0 L.e=e¢-L=0
az erotorvény miatt fellépd dinamikar szimmetria
: : Ze? (m 1/2
Szimmetrikusabb alakban: A==5 (ﬁ) €

Felcserélési relacidk

E <0 [LZ, LJ] = 1h62]kLk [LZ, Aj] = IHEijAk [AZ, AJ] = lhqjkLk SY)(i)

E>0 [LZ, Lj] = IHEijLk [LZ, AJ] = IREZJkAk [AZ, Aj] = —lhqjkLk S()(J l)



A H-atom nivéinak degeneracidja

1 2h°
= Zoem N TL )
Uj operatorokat bevezetve:
1 o1
J=5@L+A) Y= L-A)
Felcserélési relaciok:
(i, Jj) = ihegdi [0, J)) = ihend [T, J] =0 SU(2) % SU(2) ~ SO(4)
1
P=jg+nnt  IP=jG et (=0, 5 1)
1
F=J+1%= 5(L2 + A?)
De mivel
G=L-A=J-J°=0 = j=j
1 2h*
F=2j(j+1)A* — = 4J? + n?
G+ 1) = (W 1)
Ey=-Z¢m N=2j+1=1,2 3, ...



Tovabbi algebrai-csoportelméleti vonatkozasok

A H-atom szimmetriacsoportja tehat
E <0 esetén SO(4) kompakt kotott allapotok
E >0 esetén SO(3,1) nem kompakt szérési allapotok

Megjegyzés: a 3D harmonikus oszcillator szimetriacsoportja SU(3),
aminek 8 generatora van tobb szimmetriaelem

A péaros és paratlan [-u allapotok két kiilonboz6 irrephez tartoznak

Definialhato spektrumgenerald algebra is

s0(2,1) ~ su(1,1) a radialis allapotok kozott léptet:  An = +1 Al =0

Definidlhat6 dinamikai csoport is

SO(4,2) ez szamos alcsoportot és csoportlancot tartalmaz

Ezek koziil némelyik pl. parabolikus koordinatakban vett bazishoz kotodik



4. A Coulomb-probléma helye az egzaktul megoldhatdo

potencialok kozott

Kvantummechanikai potencialfeladatok megoldasa

H(2) =~ 4 V(a)h(a) = Ko() = Bb(o)

daz?

+hatarfeltételek: x € (—o0, 00), [0, 00), [a, b]
Tobb dimenzio esetén Hiy = E1 szepardlando a fenti alakiu egyenletekbe

Mik azok az egzaktul megoldhato potencidlok?
Igazdbol nincs pontos definiicio
Nagyjabol: Legyenek adottak zart alakban
— a megoldésok (altalanos ¥ (z; k); kotottallapoti ¢, (z))
— az energia-sajatértékek (kotott allapotokra E,,)
— az S-métrix S(k) (ha létezik)



A megoldas szokasos menete:

U(x; k)
~— hatérfeltételk\
S(k)

Wn ()

E,



Mi és mikor irthatd fel ezek kozil zart alakban?

W(x;k):  HA kifejezhetd valamilyen specialis fiiggvénnyel mint

F(a;z(z;b)) (hipergeometrikus fv., Bessel-fv.)
a ={a(k)}, b = {b(k)} paraméterek

z(z; b) valtozotranszformacio
U (x): HA normalhaté alakba irhaté (ortogonélis polinomok)

E, =k?: HA ez explicit médon megkaphaté



A Schrodinger-egyenlet egzakt megoldasi moédszerei

Torténelmi attekintés

Direkt mdédszerek

Pl. a Sommertfeld-féle polinom mddszer

Faktorizaciés moédszer — Schrodinger

A mdsodrendi differencidloperdtor két elsérendi szorzata

A faktorizacios modszer szisztematikus alkalmazasa  Infeld and Hull

Potencidlok osztdlyozdsa is

Egy transzformaciés médszer  Bhattacharjie and Sudarshan

Megfeleld vailtozotranszformdcio vdlasztdsa

A transzformacids modszer szisztematikus alkalmazdsa  Natanzon

Altaldnos ¢ parameteres figguényalakok

Szuperszimmetrikus kvantummechanika (SUSYQM) — Witten

A faktorizdcios modszer high-tech vdltozata

Ezek nem fiiggetlenek, de mindnek megvan a maga szerepe

~1928

1940

1951

1962

1971

1981



Régi moédszer megoldhatd potencialok eléallitasara  Bhattacharjie and Sudarshan 1962
Valtozétranszformacio:

Schrodinger-egyenlet — valamely F' specialis fliggvény differencidlegyenlete

% +(E-V(x)p(x) =0 it tekintve — o(x) = f(z)F(z(z))

és az eredménnyel Osszevetve a

d2F dF
e + Q(Z)E + R(z)F(z) =0

egyenletet adddik

Bov =21 3 (”) + (02 (Reato) - 399 - 1@t



A megoldasok:

, 1 1 z()
o)~ o) e (3 [ Q) Pt
A még ismeretlen z(z) fliggvény megkaphat6 a

2
(&) ¢(z)=C,
differencialegyenlet direkt integraldsaval

/¢1/2(z)dz =V 44 .
0: integracids allandé, koordinataeltolas
Igy egy konstans tag adédik E — V(x) = ... jobb oldalén is

Az F specidlis fliggvény és a z(x) valtozétranszformécié mindent meghataroz



De hogy jon ki ebbdl valami konkrét potencial... ...mondjuk a Coulomb?

F(z) = F(—n,(3;2) konfluens hipergeometrikus fiiggvény

~ LB~ (z) altalanositott Laguerre-polinom
Q(z)=pz"' -1 R(z) = nz™!
Legyen tovabba z(x) = ph(r)

h(r)

=C =C =C

N8 N2 N8
Coulomb Morse

Harmonikus oszcillator
LI LIT LIIT



Mi jon ki még ebbdl az esetb6l?

Potenciél

Harmonikus oszcillator Coulomb
Osztaly LI LII
(h')? = Ch C
h(r) = Cr2 = gp? CY2y = nflerlr
V(r) = uf 2 4 1(1421) ¢ 1(1451)
e4
E, = w(2n+l+3/2) ErTCEE syl

Morse
LIII
h2
D exp(—C*/?r)

—D(s + 1/2) exp(—C*/?r)
+¥ exp(—20"%r)

—(C (s —n)?

Hasonléan targyalhaté a P9 (z) Jacobi-polinom és a H,(z) Hermite-polinom esete is



Az alakinvarians potencialok listaja:

(2")? = V(zx) T € Név
(Osztély)
cC(1-2?) (B*>- A)sech?(z) + B(2A 4 1)sech(z) tanh(x) (—o00,00) Scarf IT
(PT) (B? + A2 + A)cosechz(:zr) — B(2A + 1)cosech(z) coth(z)  [0,00)  &lt. Poschl-Teller
(B? 4+ A% — A)cosec?(az) — B(2A — 1)cosec(z) cot(x) [0, 7] Scarf 1
A(A —1)sec?(x) + B(B — 1)cosec?(x) [0,7/2]  Poschl-Teller I
—A(A 4 1)sech?(x) + B(B — 1)cosech® () (—o00,00) Poschl-Teller 1T
C(1—2%)?% —A(A+ 1)sech?(x) + 2B tanh(z) (—o0,00)  Rosen—Morse 1T
(PII) A(A — 1)cosech?(x) — 2B coth(z) [0, 00) Eckart
A(A + 1)cosec?(z) — 2B cot(x) [0, 7] Rosen-Morse I
Cz swiz? 4+ l(l;l) -+ 3)w [0,00)  3d harmonikus oszcilldtor
(LI)
C ﬁ — ? + l(l;,;l) [0, 0) Coulomb
(LII)
Cz? A% — B(2A + 1) exp(—z) + B? exp(—2z) (—o0,00)  Morse
(LIIT)
C —tw+ tw?a? (—00,00)  1d harmonikus oszcillator

(HD)




Altaldnosabb potencialok is szarmaztathatok igy

Natanzon osztaly Natanzon 1971

e A hullamfiiggvények kifejezhetok egyetlen (konfluens) hipergeometrikus fiiggvénnyel

A gyakorlatban: Jacobi- és dltalanositott Laguerre-polinomokkal

e A SUSY partneriik altalaban kiviil esik a Natanzon osztalyon

Azok megolddsai két (konfluens) hipergeometrikus fiigguénnyel fejezhetdk ki
o A (2)?¢(z) = C differencidlegyenlet bonyolultabb az esetiikben

Néha z(x) nem is ismert, csak x(z):  implicit potencidalok

e Minden 6 paraméter fliggvénye

3 paraméter z(x)-ben, 3 a csatoldsi konstansokban

e Az alakinvarians potencidlok a Natanzon osztalytak specidlis alosztalyai



Példak Natanzon osztalzu potencialokra

Ginocchio-potencial (implicit):

specialis hatareset: altalanositott Poschl-Teller potencial Ginocchio 1984
PIII potencidl (implicit):  (2')? = C(1 — 2%)?/2

Nincs alakinvarians hataresete Lévai 1991
DKV potential: ~ (2/)? = (1 — 2%)?/2?

Nincs alakinvarians hataresete Dutt, Khare, Varshni 1995

Altalénositott Coulomb-potencidl (implicit):  (2')2 = z/(z + 0)
Hatdresetek: Coulomb (LII) and H.O. (LI) potentials Lévai, Williams 1993
Uj oldalrdl vilagitja meg a Coulomb-oszcillator kapesolatot



Vilagtérképek

Ginocchio
DKV

Generalized
Coulomb-
oscillator

Eckart Morse
Poschi-Teller | Coulomb
efc. | Harmonic osc!

hape-invariant_potentials

QES potentials
Polynomial potentials

etc.

Exponential potential
Radial square well

etc. %




A vialtozétranszformaciés moédszer miikodik Schrodinger-egyenletek kozott is

Q(z) =0 R(z) = e —v(2)
ahol v(z) egy megoldott potencidlfeladat e energia-sajatértékekkel ésf F'(z) sajatfiiggvényekkel

E—V(x) = Z (Z”> + () (e —v(2)) .

27 z!

Y(@) ~ (¢(2)) 2 F (2(x)) .

Ze2 | 190941
ze 4 4D

o 1
Vegyiik 1gy, hogy e = E¢ v(z) = =% - 5

Ekkor
(LC +1/2)(L° +3/2)

2

V(z) = —E%2* +
E = Z¢
w(x) ~ xLo+3/2 exp <_%x2) LgLLO—H)(CLO/Ql’z)

Ezek a 4-dimenzios harmonikus oszcilldtorra vonatkozé kifejezések LC = 21 esetén



Ez nem més, mint a Kustaanheimo—Stiefel transzformacié

3D Coulomb probléma 4D harmonikus oszcillator
V(r)=—Ze*r™1 V(R) = E°R?
r — 22
21¢ — LO (paros!)
Ze? = E°/2
E¢ = w? /4

Es valéban, egy labjegyzetben ott az igazsag:

Harmonikus oszcilldtor, hidrogénatom?.
Van-e mas is a vilagon? En nem tudhatom,
De ha netan volna mas, azt rigja meg a 10,

Az csak perturbacio.

2 Igazdbdl a hidrogénatom is visszavezethetd a négydimenziés harmonikus oszcilldtorra.



Az altalanositott Coulomb probléma (LI4LIT)

G. Lévai, B. W. Williams: J. Phys. A 26 (1993) 3501
G. Lévai, B. Konya, Z. Papp: J. Math. Phys. 39 (1998) 5811

Szarmaztatasa az ismertetett valtozotranszformacioval:

e(r) = f(r)E(=n, [, ph(r))

ahol a h(r) fiiggvényt a kovetkez6 differencidlegyenlet definidlja:

0
N2 vy _
(h') <1 + h) C
Specialis esetek:
0—0:. =— (M)?=C Coulomb (LII)

0 —o00,deC=C/0 — (W)2=Ch Harmonikus oszcillator (LI)



A potencial:

i , . 5 C 3C 5CH
Vi =—rm+e " (5 - §> (5 - §> )R —0)  16(A(r) + 62 " 16((r) + 0)°

ahol a h(r) fiiggvény implicit médon adott:

1/2
r=r(h) = CV etanh—1(<hL+9) >+(h(h+9))m}

Kotott allapotok:

Kotottallapoti hullamfiiggvények:

nlC1/?
Ynlr) = (F(n +05)2n+ B+ 0p,

1/2
)0 ) e (~2000)) LE )



Coulomb hatareset <= Altalanositott Coulomb-potencidl = Oszcillator hatareset

6 — 0 f—o00; C=0C/0
mze N~ mw 1/2 ~
e qu(zT) ;4 =q/6”
f=204+D—-1 =14 D/2
C'/2r h(r) %"2
2mZe? 2m mw?
h2r R T TR T s

1 D—3 D—1 3 1 3 C 1 D—3 D—1
= (l + T) (l + 5+ 1_6) (5 - 5) (5 - 5) MOIOGE)] = (l + T) (l + T)
_ 3 3¢ 0
1612 16(h(r)+0)?
5C0
0 16(h(r)+0)3 0
2m mZ2et C C 2m
TR 2% [+ (D—1)/2] — TP = 30t weho(Zn+1+D/2)
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Az &ltaldnositott Coulomb-potencial ¢=0.5, 1.25, 2.5, #=0.01, 0.1, 1, C=1 és § = 3/2

esetén.




0.051

-0.05+

-0.1¢

-0.15¢

-0.21

-0.25+

A 0=1 és q=0.5, 1.25, 2.5 értékeknek megfelelo toltéseloszlasok.



A Coulomb-oszcillator kapcsolat tovabbi vonatkozasai

A probléma Coulomb-szeri oszcillator-szerti
T — oo-re Kis z-ekre
n — oo-re Kis n-ekre

Tovabbi Coulomb-oszcillator kapcsolatok

DO
10+7=210+DC—1

19 =21¢ feltételezésével

DY 2 3 45

D° 2 4 6 8



Az egydimenziés Coulomb probléma és a furcsasagai

| G o -puw o=

2mda? |z

Fizikai relevancia: H-atom erds magneses térben

Asztrofizikai koriilmények kozott akdr B = 5 x 105 Tesla is lehet

— extrém modon megnyult elektronpalyak

A Pauli-egyenlet hengerkoordindtakban

2
H = Hapuo + Hipo + — (1 - E) + const*(k + 2s.)
z r

Elvi és modszertani probléma: szingularitas z = 0-ban

Mi a teend6?
— Két radialis feladat ,,0sszeragasztasa”?

— A szingularitas levagasa © = +enal és e — 0 7

Meglepben sokdig tartott a kérdés rendezése



Az American Journal of Physics ,,hazivetélked6je”

e Loudon 1959:
— Alapallapot Fy = —o0, ¥o(x) = §(z)

— Kétszeresen degenerdlt energianivok
e Andrews 1966:

— Marpedig az Ey = —oo allapot nem létezik
e Haines 1969:

— Nincs degeneracié: csak a paratlan megoldasok tartoznak a szokasos Coulomb
energidkhoz

— A péros megoldasok (negativ) kontinuum energiajuak
e Andrews 1976:

— Marpedig Haines kontinuum allapotai nem léteznek
o Gesztesy 1980:

— A Hamilton-operator hermiticitasaval is gondok vannak
e Davtyan 1987:

— A degeneracidért egy O(2) csoport felelés, mint a szokdsos Coulomb problémanél
egy O(4) csoport



e Oseguera 1993: A MEGOLDAS! (Méar Andrews is pedzegette 1976-ban)

— Nincsen Fy = —oo allapot
— Nincsenek kontinuum allapotok
— Nincs degeneracio

— Van viszont két, a szingularitas altal teljesen elvalasztott rendszer
e Moshinsky <— Newton 1994:

— Még ekkor is vitatkoztak a dologrol neves tuddsok...

Errél nekiink is volt mondanivalénk az altalanositott Coulomb-potencial kapcsan...

V(x) végessé teheté x = 0-ban és utdna kozelithet6 az 1D Coulomb-hatareset

A reflexios tényezo kiszamithato...

...6s az 1D hataresetben alatamasztja a két szeparalt rendszer elméletét



