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Egy kiilonos életut, Ramanujan
II. rész

Ramanujan eddig legjelentésebbnek bizonyult felfedezése paradox mdédon egy
hibas allitasa kapcsan jott napvildgra, ismét egy példat adva, hogy zsenialis em-
berek hibai olykor termékenyebbek, mint kdzepesek egyes korrekt munkai. Ennek
megvildgitasa némi eldkésziileteket igényel. Ha z tetszOleges, akar komplex szam,
ugy

(1-2)A+z+a>+.. +2b) =12,

azaz

2 k 1— k!
l4+z4+z°+...+2" = ,
1—=z

ahol k tetszOleges egész szam és x # 1. Ebbél egy pontosan meghatarozott értelem-
ben adédik,* hogy ha |z| < 1, dgy

(1) l+z+22+.. . +2F+... = .
1—x

Ha || < 1, akkor |23| < 1 is igaz, azaz (1) alkalmazhat6 = helyett z3-nal. Igy adédik

1

2 1+23 428+ 4%+ = ——
(2) R S A S S A T

vagy még wz-szel, illetve z2-tel szorozva, |z| < 1-re adédik

3 R -

(3) r+at 4. T T3

és

(4) B S ol
1—a3

Fenti formulakat fel lehet fogni egyrészt, hogy a bal oldalon all6 végtelen sorok
szémértékét fix |z| < 1-re egyszerll zart alakban megadja a jobb oldal. Mdsrészt

'Ha, c1, c2, ... valés (akdr komplex) szdmok, a ¢1 +c2 + ...+ ck + . .. végtelen dsszegen
az S, = c1 + c2 + ...cn sorozat hatarértékét értjiik, ha ez 1étezik. Ha a hatarértek nem
létezik, az dsszeget nem értelmezziik. Az 1, z, 22,.. ., z"*, ... fiiggvényeket tekintve, az 1+
z4+z2+ ...+ 2"+ ... 6sszeg minden |z] < 1-re egy olyan szdmsor, amelyre a végtelen
Osszeg a fenti definicié értelmében létezik, ha viszont |z| 2 1, az dsszeg nem létezik. Azt
a fliggvényt, mely minden x-hez a végtelen Gsszeget rendeli, ha ez létezik, és kiilonben
nincs értelmezve, az 1, =, «2,...,z", ... fiiggvények dsszegfiiggvényének nevezziik.

Ugyanigy tetszbleges ao, a1z, a2z?,. .., axz”,. .. fiiggvények dsszegét is definidlhatjuk,
err6l van sz6 az 13. oldalon.
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azonban ugy is lehet érteni — ramanujanszeri heurisztikdval —, hogy a jobb ol-
dalakon levo ,torteket” kifejezziik ,,x alapt szam rendszerben”. — Sziikségiink lesz
a komplikaltabbnak 1atszé

2+
1+x+2?
eldallitasara is. Mivel |z| < 1-re
24z (2+x)(1-2z)  2—x—a? 1 x x?

= =2 - - =
1+z+22 (I4+z+4+22)(1-2) 1—a3 1—23 1—23% 1—2a3

2 1 2 x 27 x?
:2COS(O'?> m—FQCOS(l?) 1_—:Z:3+2COS<2?) '1_—1:3,

tehdt (2), (3), (4) alkalmazhaté. Igy rogton lathats, hogy |z < 1-re

2 2 2
(5) 2(:05(0-%)—}—2005(1-%)-x+...+2cos<k-?ﬂ-)-xk—i—...:

2+
14z a2

Az (1) formula bal oldaldn = hatvényai dllanak ugy, hogy mindegyik egyiitt-
haté 1. Nem nehéz (1)-b6l levezetni, hogy |x| < 1 mellett

L+20+32% +.. +(k+ 12" +... = ——,
(1-=)

amit frjunk binomialis egyiitthatékkal

(6) G)+<f>z+(i’)x2+...+<k7;l>xk+..._ﬁ

alakba. Hasonléan |z| < 1-re nyerhetd, hogy

(7) (;)—i—(;)x—l—...—k<k;2>xk+...:ﬁ.

(1)-be = helyett (—x)-et téve, adddik, hogy |z| < 1-re

1
8 1- 23 (=) = .
() rt+at -+ .+ (=) + T2

A fenti formuldk bal oldalaiban kozos, hogy & nemnegativ egész kitevés hat-
vanyai 1épnek fel a kitevétol fiigeé egytitthatékkal. Kozos alakjuk tehat

(9) ap+ a1z + ... +apzt + ...,

és igazolhatd, hogy mindig van olyan A > 0 szam, hogy a (9) alatti tin. hatvdnysor-
nak egy pontosan meghatdrozott értelemben van sszege, ha || < A. Ez az sszeg
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— ilyen x-ekre — fog fiiggeni z-t8l; ezt f(x)-szel jelsljiik. Az el6bbi példdkban a jobb
oldalak igen egyszerii alaku fiiggvényeknek adddtak; ez altalaban messze nincs igy.
De ha most f(z)-et irjuk el§ és ennek hatvanysordt prébaljuk megtaldlni, illetve
legaldbb egyiitthatéinak kozelitd viselkedését, az sem konnyt feladat altalaban.

Masodik el6késziiletként tekintsiik a pénzkifizetési problémat, tehat azt, hogy
n forintos kivetelést hanyféleképp lehet (1, 2, 5, 10, 20, 50, 100 és 500 forintosokkal)
kifizetni. Ha pl. n = 500, akkor a feladat gy is fogalmazhat6, hogy hanyféleképp
lehet az 500-ast felvaltani. Ha az 1 Ft-osok szama egy kifizetésnél x1, a 2 Ft-osoké
To, az b Ft-osoké x3, a 10-eseké x4, a 20-asoké x5, az 50-eseké xg, a 100-asoké x7,
az 500-asoké xg, ugy két feltétel sziikséges a kifizetéshez:

a) x1,%a, ..., Ty nemnegativ egészek,

b) hogy ki legyen elégitve az

1- T+ 2:E2 + 5:1?3 + 10{E4 + 201?5 + 50566 + 100:177 + 500:178 =N

egyenlet. Rogton ldthatd, hogy a) és b) teljesiilése tényleg egy pénzkifizetési médot
ad, a) és b) egyben elégségesek is. A feladat — mindjart altalanositva — arra veze-
tett tehat, hogy adott by, bs, ..., by kiillonb6z6 pozitiv egész szdmok mellett hany
megoldasa van nemnegativ egészekben a

(10) bix1 +boxo+ ...+ by =n

egyenletnek. Jeloljitk ezt (n-et tekintve véltozénak) Pj(n)-nel (bar ez a b-ktél is
fiigg, de ezek, mint mondottuk, fixeknek tekintenddk).

Harmadik el6késziiletnek tekintsiik a (10) feladat egy szellemes &tfogalmazasat,
amely Eulertdl szarmazik. Tekintsiik most f(z)-et az

1
0= == G =)

(11)

specidlis alakban, és prébaljunk hozza (9) alaku hatvénysort taldlni, ha |z| < 1. Ez
esetben |2%1| < 1, azaz (1) alkalmazhaté x helyett 2%1-gyel, azaz

1
R— =142t 422 4 b
Ugyanigy
1
T = Ll
1 b1 b2 brxy
1_$bk:1+x +a* 4 + ..

A bal oldalakat 6sszeszorozva, épp a (11) alatti f(x)-et kapjuk; a jobb oldalakat
ugy szorozva, ahogy tobb tagot tébb taggal szoktunk,

xb111+b2Z2+--~+kak
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alaku tagok Osszességét kapjuk. Ha tehat azt nézziik, hogy ilyen médon hanyszor
kaphatunk egy rogzitett n mellett z"-t, gy ezen egyiitthaté Py (n). (A fenti eljards-
ban hallgatélagosan tgy kezeltiink ,,végtelen sok tagt” 6sszegeket, mint véges sok
tagiakndl megszoktuk, ez azonban jelen esetben igazolhatdlag helyes.) fgy tehat
eléall |z| < 1-re az

1

(12) 14 Pe(l) &+ Pe(2) - 2® 4.+ Puln) 2"+ = Gy

meglep6 formula.

Nyertiink-e azonban ezzel a szép formuldval valamit a Py (n)-ek meghatdroza-
sdra, ami célunk volt? A dolog lényegén nem valtoztatunk, ha a szamitasi részletek
lehet6leg egyszeriivé tétele végett csak a

k=3, by =1, by =2, by =3
esetet tekintjiik (10)-ben, azaz keressiik az
(13) loq + 229 + 323 =n

egyenlet nemnegativ x1, T2, r3-ban valé megoldédsai Pj(n) szdmét. Egyrészt (12)-
b8l adédik, hogy

1 > . B
(14) (1—2)(1—22)(1 - 2%) =1+ Z Py (n)z",

n=1

hacsak |z| < 1. Mésrészt azonban kiprébalhatélag igaz az

1 1 1 1 1
" I—a0—)1—) 6 1o & 0 27"

+17 1 +1 1 +1 2+x
72 11—z 8 1+z2 9 14+ x4+ 22

azonossag. Beirva (7), (6), (1), (8), (5)-6t (15)-be, adédik hogy

1
16 -1 o tapa” ..
(16) (I—2)1—22)(1 —a?) ToT . G
ahol
1/m+2\ 1/n+1\ 17 (-1D)" 2  2m
17 e - 17 2 o5 21
(7 “ 6(2)+4<1)+72+ g T93

fgy |z| < 1-re adédott az

1
(I—2)1—22)(1—a?)
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fiiggvényre két, latszolag egészen kiilonb6z6 alakd hatvanysoralak. Bebizonyithaté
altaldnosan, hogy — kissé pongyolan kifejezve — egy fiiggvénynek |z| < 1-ben csak
egy hatvanysora van. Ebbol adédik, hogy

1/n+2 1/n+1 7 (=" 2 2mn
18 Pi(n) = > - 17 2 o5 2T
(18) 3 (n) 6(2>+4<1)+72+ g T3

Erre a formuldra még visszatériink. — A (10) alatti dltaldnos esetben hasonlé gon-
dolatmenettel nyilvan hasonl6 eredmény nyerheto.

Ha specidlisan a b, szdmokként az els6é k pozitiv egész szdmot vessziik, ugy
(12)-bél |z| < 1-re
1
(1—2)(1—a2)...(1 —ak)

(19) 14+ Pp(1) 24+ P(2)- 2% +.. .+ Pe(n)-2" +... =

De mi a helyzet, ha 6sszeadanddk gyanant nemcsak az elsé k egészet, hanem minden
egészet megengediink? Ha tehat az

(20) 1z + 220 +...=n

egyenlet megolddsainak szdmat nemnegativ egészekben p(n)-nel jelsljiik, ugy (19)
utén |z| < l-re az

(21) L+p(l)-z+p@2) 2> +...+pk)-a"+...=

1 def 1
1—z)1—22)...(1—2F)... Qx)

formula varhaté.? Ezt mar Euler tudta a 18. szdzad koézepén; itt a végtelen sok
tényez6s szorzatnak pontos értelem adhat6. De ebbdl nyerni p(n) pontos megha-
tarozésat az elébbivel analég moédon, senkinek sem sikeriilt, és mas médon sem,
egészen Ramanujan Anglidba joveteléig. Ekkor egy alkalommal Hardyval diszkutél-
tak Ramanujan egy allitasat els6 levelébdl. Ez arra vonatkozott, hogy ha tekintjiik
|2] < 1-ben fix dsszegfiiggvény gyanént az

1
1—2x4 224 — 229 + 2215 — ..

fiiggvényt, gy Ramanujan azt allitotta, hogy az ehhez tartozo6 a} egyiitthaték az

@) _[1 (e et e
=\ 2 2m\/n

formuldbdl hatdrozhatok meg, ahol {x} az z-hez legkdzelebbi egészet jelenti. Ennek
bizonyitdsara Ramanujan egy egészen tjszert, de teljesen heurisztikus utat vazolt,
amirdl kideriilt, hogy (22)-t nem adja ugyan ki, az nem is igaz, de rajottek arra, hogy

2Ezzel a jeloléssel azt akarjuk kifejezni, hogy az egyenléségi jel egyik oldalat a mésikkal
definidljuk. (Szerk.)
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p(n) meghatdrozdsdra igenis alkalmas. Ez énmagédban is jelentdés eredmény; késébb
sok alkalmazdsa lett a fizikdban és a statisztikus csoportelméletben. Fo jelentosé-
ge azonban az, hogy Hardy és Littlewood felfedezték, hogy Ramanujan zsenialis
alapgondolata, kombindlva azt a nyugati analizis legkifinomultabb technikajaval,
a szamelmélet tobb klasszikus problémajaban azelétt hihetetlen eredményeket tud
produkalni.

Most csak két ilyen problémat emlitek meg egészen roviden. Miutan Lagrange
1770-ben bebizonyitotta, hogy minden pozitiv egész n szdm eléallithatd, mint leg-
feljebb 4 pozitiv egész szam négyzeteinek Osszege, Waring ugyanezen évben sejtés-
képp kimondotta, hogy analég tétel 1étezik négyzetek helyett k-adik hatvanyokra
is, ahol k tetszoleges, 1-nél nagyobb pozitiv egész. Pontosabban szélva azt sejtette,
hogy minden k > 2 egészre és pozitiv egész n-re, alkalmas

a = a(k)-val az
n:x]f—l—xé—i—...—i—xﬁ
egyenlet megoldhaté nemnegativ egész (1, xs,. .., z,)-val. A lényeges az dllitdsban
nyilvan az, hogy a felhasznélt k-adik hatvanyok szama n-t6l nem fiigg; ha ezt nem
kotnénk ki, ugy

n=1% +1% .. +1%

a feladat megoldasa volna. Lagrange el6bb emlitett tétele a jelolés mellett azt allitja,
hogy a(2) = 4.

Bér az altaldnos sejtést Hilbert 1909-ben bebizonyitotta, eljardsa az a(k)-nak
csupan a létezését bizonyitotta be, szamértékét elvileg nem adhatta ki, és még
kevésbé a megoldasok szamat. A k = 3 esetre szoritkozva Hardy és Littlewood az

1+ +22° 4 42 . = folo)

fiiggvénybdl kiindulva képezték az fo (x)b fiiggvényt, egyelore hatarozatlan b pozitiv
egésszel. Ennek hatvanysoraban z" egyiitthatdja épp azt fogja jelenteni, hogy n
hanyféleképp allithaté elé6 mint b darab nemnegativ egész szam 3. hatvanyainak
Osszege; ha b-t sikeriil ugy megvalasztani, hogy fo (x)b minden egyiitthatéja pozitiv,
ugy Waring sejtése igaz, és a keresett a(3) < b. Itt lépett be dontd jitdsként
Ramanujan 6tlete; ezzel nyerték az a(k)-ra az elsé explicit korldtot, mely szerint

a(k) < (k—2)281 +5

minden egész k > 2-re, ha n ,elég nagy”.

Nem térve ki az azdta ezen a téren elért éridsi haladasra, megemlitem a ma-
sodik klasszikus problémat, a gyenge Goldbach-sejtést?, mely 1742-bél val és azt
allitja, hogy minden minden 5-nél nagyobb péaratlan pozitiv egész szam el6allithatd

32013-ban Harald Helfgott publikalt a gyenge Goldbach-sejtésre egy bizonyitast, 4m
az még nem jelent meg recenzalt szakértéi folydiratban. A bizonyitds, melyet a matema-
tikusok széles korben elfogadottnak tekintenek, itt olvashaté: https://arxiv.org/pdf/
1305.2897.pdf. (Szerk.)
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mint legfeljebb 3 primszam Osszege. Ezen kérdés reménytelennek 1atszé nehézségét
Hardy és Littlewood 1923-ban torték meg, ismét Ramanujan alapgondolatabol ki-
indulva; egy teljes bizonyitashoz, legaldbbis n > €20 esetére, elészor Vinogradov
jutott 1935-ben, tovabb javitva az eredeti utat.

Fontossa valt eredményeket tovabb idézhetnék Ramanujannak Hardyval valé
kozos munkdjabol; ezek, ha alapgondolatuk Ramanujantdl jott is, nem jellemzoek
analitikus latasmaédjara, a szép formuldkban kifejezett Osszefiiggések felfedezésére
valé intuiciéjara. Ezek sokkal mélyebben fekvok, elemzésiik, varatlansaguk, mély-
ségiik érzékeltetése sokkal tobb elokésziiletet igényel, mint a fontebb latott particio-
ké.* De alapvetSbb nehézség az, hogy nem vildgos, egyaltaldn mi tesz egy formulat,
egy ,szaraz matematikai formuldt” — ahogy a koznyelv mondja — széppé? Eloszor
ezt elemezziik kissé dltalanosan, azutan konkrétabban egy olyan formuldt fogunk
boncolgatni, amely Ramanujan korai napléjaban szerepel, ha azt — Ramanujan tud-
ta nélkiil — Euler kozel 200 évvel korabban felfedezte, de amelyhez az el6késziiletek
aranylag konnyebbek és ezek nehezén is mar el6bb tilestiink.

Mi tesz tehat egy formulat széppé? Ehhez eloszor tekintsiink egy formulat,
amelyet nem neveznék szépnek. A kozismert

(a+b)(a—b) = a® — b

formula hasznos. De az egyenldség két oldalan levo kifejezések egyrészt eleve ha-
sonlo jellegliek, masrészt a legegyszeriibb gondolattal, a bal oldalon kijelolt szorzas
elvégzésével a formula érvényességének belatasa egy altalanos iskolasnak sem je-
lent problémét. Ezt tehat nem nevezhetném ,szép” formulanak. Més a helyzet pl.
a klasszikus

T {E3 {E5 {E2k+1

(23) (=R

TR j o T

(2k + 1)

formulandl, ahol a jobb oldalon x a szognek ivmértékben kifejezett nagysaga. Itt
a két oldalon 4ll6 mennyiségek egészen kiilonb6z6 jellegiiek, a sin x geometriai szar-
maztatdsu mennyiség és ezért az Osszefiiggés annak, aki eloszor latja, egészen meg-
lepd, varatlan jellegii. Még paradox is els6 ranézésre, hiszen a formula tetszéleges
nagy valos x-ekre is igaz; a bal oldal egyes tagjai kiilon-kiilon ériasi nagyok lesznek,
ha x nagy, viszont az Osszeg-fiiggvény, a sinx, csak +1 és —1 kozotti értéket ve-
het fel. Tehat a (23) formula meglepé tartalma roviden az, hogy — a széldsmondés
megforditasdval — sok nagy kevésre mehet. Espedig nem trividlis médon, mint pl.
a trivialis
z—2x=0

formuldban. Tovdbb4 a (23) formula helyességének beldtdsa bizonyos dolgok tuda-
sa nélkiil, direkt médon, semmiképp nem evidens. Mégis ardnylag konnyen lathato,
hogy az f(x) fiiggvények egy elég altaldnos osztdlydra a hatvdnysordt megtaldl-
ni nem nehéz feladat, és szerencsére a sinx fliggvény ehhez a fliggvényosztalyhoz

‘Particié: természetes szdmnak természetes szdmok Osszegeként vals eldéllitdsa.
(Szerk.)

12 Kézépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2021/1



js 2021.1.15 — 17:40 — 13. oldal — 13. lap KoMalL, 2021. januér T

e

tartozik. De szép a (18) formula is. Az egyenléség két oldalan latszolag egészen kii-
16nb6z6 jellegii kifejezések dllnak; a jobb oldalirél 6nmagaban az sem evidens, hogy
egész szdm (pedig nyilvdn annak kell lennie). Az is kiilonds, hogyan keriil a jobb
oldalra egy periodikus tag, a 2 cos %T" Tehat a formula jellege varatlan és megle-
p6. Hasznos is, hiszen a bal oldal direkt kiszamitdsahoz n2-rend{i szdmu miiveletet
kellene végrehajtani, a jobb oldal kiszamitasahoz egy szorzas és 6t Osszeadas elég.
Bebizonyitédsa direkt, mint lattuk, nem egyszerd; ha mér tudjuk a formulat, egy
verifikalas teljes indukciéval nem nehéz, ui. ez esetben igazolhaté, hogy

Py(n) — Py(n—3) =1+ [g] :

illetve
P;(2m) — P3(2m — 3) =1+ m,
P3(2m—|—1) —P3(2m—2) =1+m.

Mint mondottuk, a ,Ramanujan-rendiien szép” formulak illusztraldsara befe-
jezésiil egy Eulertél szarmazd régebbi formulat fogunk kissé behatobban elemezni.

E formula a (21) alatti Q(x)-nek
(24) l+az+ax?+...4apz™+....

alaku el6éallitasara vonatkozik, az egyiitthatok meghatarozasara. Hogyan &llna
az ember egy ilyen kérdéshez? Képezné a részszorzatokat:

def

1—2)1—2*)=1-2—2%+23,

Q.
ey

o) (1—-2HA1—2®) =1 -2 — 2% 4+ 2" + 2° — ab,

def

I = (
I3 = (1
M= (1—aM3=1—2 — 22 +22° — 2% — 2% 4 210,

def

I = (1 —2")y=1—-az -2 +2° + 2%+ 2" —2® — 2% — 210 4 2™ 4 2™ — 2.

A TIg-ot mar direkt nem képezziik, csak két észrevételt tesziink. Elszor is az j
tényezdé x-nek 6-nal kisebb kitevéji hatvanyat méar nem tudja érinteni, viszont x°
kiesik, azaz

g=1—-z—a?+2°+22"+....

4

Vagyis a tovabbiakban 2, % és 2% biztosan nem fog fellépni és mindegyik igy

kezdodik:
1—x— 2%+ 2",

II;-et képezve nyilvan 27 egyiitthatéja +1 lesz, azaz I1;-t6l kezdve mindegyik rész-
letszorzat kezdete:

(25) 1—z—a2®4+2°+ 2"

Az eddigi prébalkozisok nem sok fogddzot adnak az a,-egylitthaték szabédlyéra
azonfeliil, hogy azt sejtetik, hogy az egylitthatdk ,elég szabalytalanul” csak 0 és
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+1 lehetnek. Ha tovdbb folytatnank Ilg, ..., II;5 képzését, djabb meglepetésként
adédna az elébbivel analég gondolatmenettel, hogy Il15-t6] kezdve az elején 27
utdn nagyobb hézag kovetkezik és minden ilyen IT mér ugy kezd6dik, hogy

l—z—a?+2°+2" — 212 — 21°,

Itt mar van egy kis fogddzo; ui. észrevehetd, hogy a ténylegesen fellépd exponensek
kiilonbségei rendre 2 —1=1,7—-5 =2, 15— 12 = 3. Csak éppen a ,kezd6” 1, 5, 12
kitevokrol nem latszik az elsé 15 részletszorzat utdan sem valami szabdalyossag. Es
még hosszu ideig.

Euler-Ramanujan szoban forgd tétele marmost egészen pontosan megadja
az Osszes an-egyiitthatdk képzési szabdlyat. Kiilonos — és teljesen varatlan — médon
minden attdl fiigg, hogy n eléallithaté-e

3k +k
(26) n= STtk
2
alakban egy pozitiv vagy negativ egész k-val és Euler tételének elsé fele azt mondja
ki, hogy
(27) an =0,

ha n nem (26) alakd. Ha sorban
k=0, +1, -1, +2, =2, 43, =3, ...,

ugy rendre
3k + k
2
ami azt jelenti, hogy a ténylegesen fellép6 tagok (24)-ben

=0,2, 1,7 5, 15, 12, ...

0 2t 22, 2%, 27, ...-hez

3

tartoznak. Ez egyezésben van (25)-tel, de még nem ad felvildgositdst arrdl, hogy
a (26) alatti n-ekre mi a,, értéke. Euler tételének mésodik fele erre vélaszol, és azt
mondja ki, hogy az ilyen n-ekre

(28) an = (-1)".

Ez mér r6gton ad felvilagositast arra, hogy (25)-ben x és 2 egyiitthatéja miért —1,
mig 2% és 27 egyiitthatéja +1. Maga a szép formula kifrt alakja az, hogy |z| < 1-re

o

A—z)(1-22)...(1—am).. = 3 (-1fa*™

k=—o00

Mondanom sem kell, hogy a szépséget a formula tartalmdra, és nem a formdjdra
értem.

A tétel szép, elészor is, mert vératlan, hiszen a bevezetében leirt prébalkozést
jO sokaig kellene a vajt fiiliinek is csindlnia, mig az egyiitthaté szabdlyra rajon.
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A tétel szép, mert a kapott szabdly, ha rendkiviil szokatlan is, elegdnsan, roviden,
par széval megvildgithaté volt. A tétel szép, mert helyessége egyaltalan nem evi-
dens, igazan egyszertd bizonyitds ra maig sincs, indukcios vagy masfajta verifikdlas
nem megy, még akkor sem, ha a vajt fiili az egytitthaté szabdlyra empirikusan mar
réjott. A tétel szép, mert bel6le rogton kovetkezik egy mdsik, ugyancsak varatlan
allitdas. Ha a (21) alatti Q(x) helyett az

(29) (1+2)(1+22)(1+2%) ... (14+2™)...-re
vonatkozélag kérdeznénk, hogy
14+ cz+cx?+ ... +epz™+...

alakba irva, mi a ¢, egyiitthato értéke, az elébbiek alapjan nyilvanvalé felelet az,
hogy annyiszor 1, ahanyféleképp n eloallithato

(30) n=x1+To+...+1
alakban, ahol [ tetszOleges egész és
(31) 1< <o <3 <... <71y

Vagyis ahdnyféleképpen n elédllithatd kilonbozé pozitiv egészek Gsszegeként. Ha
Q(z)-et most ezen szemszoghdl nézziik, akkor minden (30)—(31) alatti el6allitas,
amelynél [ paros, +1-gyel, amelynél [ paratlan, (—1)-gyel jarul a,-hez. Tehat azt
nyertiik, hogy

(32) Qp = Hl — Hg,

ahol II; azt jelenti, hogy n hanyféleképp allithaté el mint pdros sok kiillénbozé
pozitiv egész szam Osszege, Il; pedig mint pdratlan sok kiilonb6zé pozitiv egészé.
fgy Euler tétele mellékesen kiadja azt, hogy az n pozitiv egész ugyanannyiféleképp
allithato el péaros sok kiilonb6z6 pozitiv egész 6sszegeként, mint paratlan sok ilyen
osszegeként, kivéve, ha n a (26) alakba irhatd, amikor is 1-gyel t&bb, illetve keve-
sebbféleképp aszerint, hogy k paros, illetve paratlan. Ha valakinek azt a kérdést
tennénk fel az el6zmények nélkiil, mit gondol, egy n pozitiv egész szdm péros vagy
paratlan sok kiilonb6z6 pozitiv egész szam Osszegeként allithato-e elé tobbféleképp,
nagy valosziniiséggel azt felelné, hogy mindig, taldn az els6 par n kivételével, ugyan-
annyiféleképp, hiszen nincs semmi ok, hogy egyikbol t6bb legyen, mint a masikbdl.
Nagyon meg lenne lepve, ha halland, hogy ez alél végtelen sok kivétel van, és ezek
épp a (26) alatti n-ek!

Szép tétel altalaban nem izoldlt érdekességii. Ez all a széban forgd Euler-tételre
is. (24) és (21)-bdl

(33) (1+az+az®+...+a,z" +..)(1+p(l) -z +
+p(2) -2+ ...+ pw)rY +...) = 1.
Ha n > 1, akkor a jobb oldalon z™ egyiitthatéja 0, a bal oldalon pedig

p(n)+pn—1)-a1+pn—2)-az+...+p(l)-an_1 + ay.
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Az emlitett egyértelmiiségi tétel miatt ez 0, azaz
(34) p(n) = —aip(n — 1) — asp(n — 2) — ... = an_1p(1) — an.

Ez tehét a p(n)-re egy rekurziv formula. Ha ezt p(n) értékeinek szdmitasara akarjuk
felhaszndlni, akkor ez egy igen j6l hasznélhaté formula. Ugyanis a p(v)-k igen nagy
szamok; ha (34)-ben sok tag van, akkor ez nagyon sok szdmolést jelent. De Euler
tétele szerint az a,-egyiitthatdk java része 0, igy hogy (34) val6jéban joval kevesebb
tagot tartalmaz. Ez a tény még ma, a gyors szamitogépek koraban is hasznos,
hiszen pl.

p(200) = 3972999 029 388,

de Ramanujan kordban neki rendkiviil sokat jelentett. Espedig azért, mert még
Indidban megkezdett vizsgdlatai a p(n)-ek oszthatésagi tulajdonsdgaira vonatko-
z6lag mindig konkrétan kiszdmolt p(n)-eken konstatdlt numerikus észrevételekkel
kezdédtek. Marpedig Ramanujannak ezek és az ezekbdl kiinduld, maig is csak nap-
16jaban levé feljegyzései inditottak B. Birch oxfordi professzort 1975-ben, tehat
Ramanujan halédla utdn tébb, mint 50 évvel, hogy ,,A look back at Ramanujan’s
Notebooks” c. dolgozatédban® lefrjon olyan mondatot, hogy ,,... They support the
view that Ramanujan’s insight into the arithmetics of modular forms was even
greater than has been realized ...”% mindezt egy emberrél, aki kézépiskoldit sem
tudta elvégezni!

Turan Pal
7 7 Gyakorlé feladatsor
i emelt szintli matematika érettségire
I. rész
1. a) Az f fiiggvény olyan, hogy minden z € R*-re f(z) = 4/2 + \/log3 . Hol
veszi fel a fiiggvény a 2 értéket? (6 pont)
b) Adott egy g fiiggvény gy, hogy minden = € Dyre g(z +1) = 29(@)+1 és
9(2021) = 2021. Mennyi ¢(2020)? (4 pont)

2. a) Huba a bolhapiacon szeretné eladni az okostelefonjit. Tapasztalatbdl
tudja, hogy az ar % részét lealkudjak a vasarlok, ezért a megallapitott érték % ré-
szével tobbet kér, igy az alku utdan éppen annyit kap, amennyit szeretne. Ezuttal
azonban a telefon értékének 90%-dval tért haza. Hdnyadrészét kapta meg Huba
a telefon piacon kihirdetett dranak? (5 pont)

5Visszapillantds Ramanujan napléira.
6 Mindezek aldtdmasztjsk azt, hogy Ramanujan tébbet latott meg a moduldris formak
aritmetikajabdl, mint eddig gondoltuk ...”
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