
Nagyon jó dolgunk volt mellette. Naprakész volt a fi-
zika legújabb eredményeivel. Elvárta, hogy kikérjük véle-
ményét szakmai kérdésekben, hogy kérdezzük a fizika
legfrissebb eredményeirôl, tanácsot kérjünk kirándulása-
ink, utazásaink megszervezéséhez. Nem tudtunk olyat
kérni, amiben ne segített volna.

Mellette tanultam meg kirándulást, túrát szervezni. Ez
többnyire abból állt, hogy mindent elintézett, nekem csak
alá kellett írnom a papírokat. Mindig vonattal utaztunk,
nem szeretett buszozni. Miután felszálltunk a vonatra, min-
denkinek a helyén kellett ülni a vonat indulásáig. Azoknak
is, akik nem tartoztak hozzánk. Emiatt szóltam neki, de azt
mondta, abból nem lehet baj, ha nyugton maradnak.

A túrákon ragaszkodott ahhoz, hogy ô menjen elôl, ô
diktálja a tempót. Senkinek nem volt szabad megelôz-
nie. Én voltam a sorban az utolsó. Feltûnô színû puló-
verben vagy dzsekiben kellett túráznom, hogy messzi-
rôl is tudja ellenôrizni, senki nem maradt le, nem került

mögém. Nagyon féltette a gyerekeket. Mindig arra gon-
dolt, mit mondunk a szülôknek, ha valami baj történik.

Volt egy ötnapos hátizsákos túránk a Zemplénben, Sá-
rospataktól Füzéren és Telkibányán keresztül Regécig.
Laktunk árvízvédelmi szükségszállón, turistaházban és
pajtában, széna közt. Utaztunk teherautón, de legtöbbet
gyalog, végig a gerincen. Mikor már senkinek nem volt
innivalója, hátizsákjából elôvarázsolt pár doboz konzerv-
üdítôt, összeadta térfogatukat, elosztotta az osztálylét-
számmal, majd egy mérôhenger segítségével igazságosan
szétosztotta a gyerekek között. Volt, amikor szendvicset
kaptunk tôle, volt úgy, hogy mi láttuk el édességgel. Na-
gyon édesszájú volt.

Tanítás vagy túrázás közben sokszor gondolok arra,
vajon meg lenne-e elégedve velem. Hálás vagyok a sors-
nak, hogy tôle tanulhattam, mellette válhattam tanárrá.

Sebestyén Zoltánné
Jedlik Ányos Gimnázium, Budapest

A FIZIKA TANÍTÁSA

FIZIKAI KETTÔSINGA VIZSGÁLATA
Kaotikussá váló mechanikai síkmozgás egy példája

Békéssy László István, Bustya Áron
Szent László Általános Művelődési Központ, Baja

A fizikusok valahogy így szeretnek gondolkozni:
„Ezek és ezek a feltételek: mi fog most történni?”

Richard P. Feynman
A fizikai törvények jellege (Magvetô, 1983)

Nagyon sok természettudományos törvény differenciál-
egyenletek segítségével van leírva. Ha ezeket meg tudnánk
oldani, akkor lehetôségünk lenne arra, hogy a kapott függ-
vény segítségével megmondjuk, hogy egy adott tetszôleges
idôpillanatban a jövôben mi lesz a rendszer állapota. Ám
nagyon sok esetben ez lehetetlen, és ezért vagyunk képte-
lenek megjósolni a jövôt. Megadható egy egyszerû feltétel,
mely a bonyolult mozgás létrejöttéhez szükséges. Ez a
rendszer nemlinearitása. Lineáris rendszerben a következ-
mények egyenesen arányosak a kiváltó okkal. Általában
azonban a következmény nem egyenesen arányos a kiváltó
okával, hanem annak bonyolultabb függvénye. A rugóban
ébredô erô például arányos a megnyúlással, ha az kicsi, de
nagyobb megnyúlás esetén az egyenes arányosságnál
gyorsabban nô. A káosz tehát a nemlineáris rendszerek
idôbeli viselkedése. Mivel szinte minden rendszer ilyen, a
káosz megjelenése tipikus. Ezen azt értjük, hogy a káosz
lehetôsége szinte minden nemlineáris rendszerben meg-
van. Az azonban, hogy ténylegesen megvalósul-e, a rend-
szer konkrét tulajdonságaitól és kezdeti helyzetétôl is függ.
A számítógépek elterjedésével az utóbbi két évtizedben

hirtelen megfoghatóvá és könnyen szimulálhatóvá váltak a
kaotikus mozgás szokatlan sajátságai.

Egyszerû mechanikai rendszer például egy inga (fo-
nálinga, fizikai inga), melynek egyszerû az idôbeli visel-
kedése: ha meglökjük, egy idô után nyilván megáll. To-
vábbra is egyszerû marad, ha az ingát játszótéri hinta
módjára megfelelô idôközönként gyengén lökdössük. Az
inga valamely állapotának megadása mindöszze két vál-
tozó – a hely és a hozzá tartozó sebesség – ismeretét
igényli. Márpedig, ha mindössze két állapotjellemzôre
van szükségünk, akkor ezek értékeit egy síkbeli koordi-
náta-rendszer tengelyeire felmérve az inga bármely álla-
potát egy (fázis)síkbeli ponttal, az inga mozgása során
befutott állapotok összességét pedig valamilyen síkbeli
alakzattal, görbével (trajektória ) azonosíthatjuk.

A súrlódás következtében fokozatosan megálló ingá-
nak ekkor egy origóba tartó spirál, a hinta mozgásának
pedig egy önmagába visszatérô – a periodicitást szemlé-
letesen is megjelenítô – zárt görbe felelne meg.

A fázistérbeli pályák a súrlódó inga esetében elôbb-
utóbb egy (fix)pontban kötnek ki, míg az ingaóra (hinta)
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esetében lassan ráhúzódnak egy zárt görbére. Igazán

1. ábra. A súrlódásmentes fonálinga mozgásának fázissíkbeli képe
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2. ábra. A 90 cm hosszú fizikai inga mozgásának szögkitérés–idô
függvénye
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3. ábra. A fizikai inga szögsebessége az idô függvényében
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4. ábra. A súrlódásos fizikai inga fázissíkbeli ábrája. Jól látszik a (0;0)
fixpont
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egyszerû alakzatok – egy pont és egy zárt görbe – szem-
léltetik azokat az állapotokat, amelyek mintegy maguk-
hoz vonzzák a különféle (lehetôleg közeli) kiinduló álla-
potokból elindított pályákat. A rendszer idôbeli viselke-
dését ezért a továbbiakban éppen ezek az alakzatok, az
úgynevezett attraktorok szerint osztályozhatjuk. Ha az
attraktor egyetlen (fix)pontból áll, akkor a rendszer
elôbb-utóbb állandósult egyensúlyi állapotban, zárt gör-
be esetén pedig valamilyen periodikus mozgásnál köt ki.
Az inga tehát kettôs értelemben is egyszerûnek tekint-
hetô. Egyrészt mert állapotát kevés, mindössze két válto-
zó jellemzi, másrészt mert idôbeli viselkedése is egysze-
rû. Itt egyszerû szerkezetû attraktorokkal van dolgunk.

Valamely rendszer idôbeli viselkedését attraktorának
geometriai tulajdonságaival jellemezzük. Egyszerû attrak-
tor egyszerû, bonyolult attraktor bonyolult dinamikát
képvisel. Ha az ingát nem egy rúdra, hanem rugóra erô-
sítjük, vagy másik ingára függesztjük föl, vagy gyengén
lökdössük, esetleg magát a felfüggesztési pontot kezdjük
vízszintesen rezegtetni, a rendszer továbbra is egyszerû
marad, állapotát kevés változó írja le. A rendszer hosszú
távú viselkedését meghatározó attraktorok azonban lát-
ványosan eltérnek az eddig megszokottaktól.

Egyszerû fizikai inga mozgásáról

Egy fizikai inga kiterjedt méretû, és a fonálinga általáno-
sításaként fogható föl. Példa lehet rá egy rúd, amely rög-
zített tengely körül forog súrlódásmentesen. Az egyszerû
inga felfogható a fizikai inga speciális eseteként I = ml 2

tehetetlenségi nyomatékkal, ahol m a nehezék tömege, l
a fonál hossza. A fizikai inga mozgásegyenlete a rá ható
forgatónyomaték alapján (a súrlódást elhanyagolva):

ahol I a tehetetlenségi nyomaték, θ a szögkitérés. Defi-

d 2θ
dt 2

m g l
I

sinθ = 0 ,

niálva az inga

rezonanciafrekvenciáját, a mozgásegyenlet

ω 0 =
m g l

I

egyszerûbb alakot ölt, melyet két elsôrendû differenciál-

θ̈ ω 2
0 sinθ = 0

egyenletté írhatunk át:

ahol f (y ) a súrlódásra jellemzô tag, ennek alakját méré-

ẋ = y

ẏ = ω 2
0 sinx f (y ),

sünknél a 7. ábrán láthatjuk. Ezek alapján megrajzolhat-
juk a fázissíkbeli ábrát f (y ) = 0 esetre (1. ábra ).

Kis lengésekre használhatjuk a

sinθ = θ θ3

3!
θ5

5!
… ≈ θ
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és a mozgásegyenletre ilyenformán a

5. ábra. A fizikai inga szöggyorsulása jelzi az ingára ható forgatónyo-
maték változását
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6. ábra. Az egyszerû fizikai inga szöggyorsulása a szögkitérés szerint
ábrázolva
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7. ábra. A szögkitérés csillapodása a mérés idôtartama alatt (0–8 s)
y = 1,35 exp(−0,14t + 4,5)− 31 függvény szerint történt.
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8. ábra. Az inga csillapodásának mérése. Jól látható, hogy a mozgás kez-
deti szakaszán a közegellenállás a sebességgel arányos, míg a kisebb se-
bességeknél a tengelynél és a csuklónál fellépô súrlódás dominál
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9. ábra. Az eszköz és a mérési elrendezés, valamint az elengedett inga
mozgásának egy-egy fázisa

a) b)

c) d)

közelítést. Ennek az egyenletnek van megoldása:

d 2θ
dt 2

m g l
I

θ ≈ 0

Ily módon a periódusidôre a szokásos

θ = θmax cos ω 0 t δ , ahol ω 0 =
m g l

I
.

formula adódik.

T = 2π I
m g l

A fizikai ingánk 90 cm hosszú rúd volt (a 30 és 60 cm-
es karokból álló kettôsingánknál átmenetileg egymáshoz
erôsítettük a két tengelyezett részt). Vizsgálataink a szög-
kitérés–idô (2. ábra ), szögsebesség–idô (3. ábra ) és a
forgatónyomatékról is tájékoztatást adó szöggyorsulás–idô
(5. ábra ) összefüggésekre koncentrálódtak. Természete-
sen a közegellenállást és tengelysúrlódást nem tudtuk ki-
küszöbölni. A 4. ábra mutatja a fizikai inga mozgását a fá-
zissíkon. A 6. ábrán a szöggyorsulást a szögkitérés szerint
ábrázoltuk. Itt jól látszik a súrlódás hatása, mivel ugyanah-
hoz a szöghöz nem csak egy szöggyorsulás tartozik.

A 8. ábrán a maximális szögkitérések idôbeli változása
mutatja az ingára ható fékezô erôk alakulását. A mozgás

elején az inga sebessége még elég nagy ahhoz, hogy a se-
bességgel arányos közegellenállási erô fölülmúlja a tenge-
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lyeknél jelentkezô súrlódást. Itt expo-

10. ábra. A mozgás valós térbeli pályái

a) b) c)

11. ábra. A mozgás valós térbeli pályái világos háttérrel

a) b)

c) d)

12. ábra. A csukló és az alsó kar végpontjának valós térbeli pályái
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a) b)

c) d)

nenciálisan csillapodik. A csillapodást
az f (t ) függvény kitevôjében szereplô
tényezô jellemzi. A mozgás második
szakaszán már a tengelysúrlódás a
nagyobb. Ennek értéke nem változik
az idôvel, ezért lineáris csillapodást
jelent. A súrlódást jellemzô tényezô a
g (t ) függvény meredeksége.

A 8. ábrán látható, hogy a moz-
gás kezdeti szakaszán (0–3 s) az f (t ),
a második szakaszban (3–9 s) a g (t )
függvény írja le a szögkitérés csök-
kenését.

A g (t ) függvény t > 9 s idôtartamok-

f (t ) = 74,55 exp








t
3,59

16,41 ,

g (t ) = 70,36 7,74 t .

ra már nem értelmezhetô, mert az in-
ga megállt.

Kettôs fizikai inga
Az eszköz

Az ingát puhafából készítettük, felsô
része 60 cm, alsó része 30 cm hosz-
szú. A felsô végét egy potenciométer
tengelyéhez csavaroztuk, így a kilen-
gésegeknél a csúszó érintkezôt moz-
gatja (9.a–d ábra ). Sajnos éppen
emiatt lép fel itt jelentôs súrlódás. A
két darabot fémcsuklóval összeerôsí-
tettük. Itt olajozással csökkentettük a
súrlódást.

A megfigyelési, mérési folyamat

A méréshez szükséges feszültséget
(kb. 5 V) egy stabilizált egyenáramú
tápegység szolgáltatta. A potencio-
méter tengelyéhez rögzített kettôs
fizikai inga felsô karjának szögelfor-
dulásával arányos feszültséget (kalib-
ráláskor beállítottuk a 0 és a 90 fokos
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szögkitérést) szolgáltatott az interfész (analóg input) egy-

13. ábra. Az egyik mérés szögkitérés–idô grafikonja. Kezdôfeltételek:
felsô kar kitérése 120°, a két kar által bezárt szög 20°
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14. ábra. A szögsebesség–idô grafikon, amit a szögkitérés–idô grafikon
numerikus deriváltjaként kapunk
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15. ábra. A felsô kar mozgásának fázissíkbeli ábrája
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16. ábra. A szögkitérés–idô grafikon második deriváltja, a szöggyorsu-
lás–idô grafikon
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17. ábra. A szöggyorsulás ábrázolva a szögkitérés függvényében
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18. ábra. Két közel azonos kezdôfeltételû mozgás szögkitérés–idô gra-
fikonja
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ségen keresztül a számítógépnek. A Data Monitor for
Windows (Vernier) szoftver rögzítette a beállított idô-
tartamon keresztül kapott jeleket. Az inga mozgásáról
fényképeket és videofelvételt készítettünk. Az inga alsó
végére világító LED-et szereltünk és a sötétben filmez-
tük, illetve hosszú expozíciós idejû (3–5 s) felvételeket
készítettünk. Ezeken kirajzolódott a mozgás valós tér-
beli pályája. A 10.a–c ábrán ilyen felvételek láthatók az
eredeti háttérrel, a 11.a–d ábrán az eredeti sötét hátte-
ret fehérre cseréltük. A mozgás valós térbeli pályáját
még jobban szemlélteti a 12.a–d ábra. Ezeken a köríves
vonal a két kar csuklójánál lévô vörös LED, a másik vo-
nal az alsó kar végén lévô kék LED képe. A felvételek
expozíciós ideje 6–10 s volt.

A mért adatok feldolgozása, elemzések

A mérések során kapott ϕ szögkitérés, t idô adatpárokat
átmásoltuk egy matematikai programba (Origin ), mely-
nek segítségével grafikonon ábrázoltuk (13. ábra ). Mivel
az ábrázolt adatokra függvény nem illeszthetô, így a vál-
tozások jobb követésére elvégeztettük az adatokon a
numerikus deriválást. Ily módon a ( ) szögsebes-ϕ̇ = ω
ség–idô grafikonhoz jutottunk (14. ábra ). Újbóli numeri-
kus deriválással kaptuk a forgatónyomatékra utaló (M =
Iβ) β szöggyorsulás idôbeli változását (16. ábra ). A fellé-
pô súrlódásra utal, hogy ugyanahhoz a kitéréshez más
szöggyorsulások is tartoznak (17. ábra ). Ábrázoltuk a
felsô kar mozgásának fázissíkbeli trajektóriáját, vagyis a
szögsebesség (ω) – szögkitérés (ϕ) grafikont (15. ábra ).

A FIZIKA TANÍTÁSA 189



A megfigyelés célja az volt, hogy megvizsgáljuk a kezdeti

19. ábra. A két mozgás szögkitérés-különbségének változása
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20. ábra. A szögsebességek közti különbség változása
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1. táblázat

Sorszám Káosz elôtti
idôtartam (s)

Káosz élettartama
(s)

Exponens
(λ)

1. 2,75 6,50 0,84

2. 1,50 7,50 1,49

3. 1,75 6,50 0,48

4. 2,00 6,50 0,38

5. 2,00 6,50 0,75

átlag 2,00 6,70 0,79

21. ábra. A fázissíkbeli távolság exponenciálisan növekszik, ez kaoti-
kus jellegre utal
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feltételekre való érzékenységet, amely a kaotikus mozgá-
sok fô jellemzôje. Ezért sok olyan mérést végeztünk, ahol
megpróbáltuk reprodukálni az elôzôleg beállított felsô és
alsó kar induló helyzetét. A kezdôfeltételekre való érzé-
kenységet akartuk szemléltetni a két – ugyanolyan hely-
zetbôl indított – lengés szögkitérés grafikonjának egy-
másra másolásával is (18. ábra ). Kiszámoltuk és ábrázol-
tuk a két mérés szögkitérés-különbségeit (19. ábra ). Ha
a két mozgás ugyanúgy játszódna le azonos (?) kezdôfel-
tételeknél, akkor minden érték nulla lenne, ahogyan az
ábra elején és végén ez látszik is.

A hasonló kezdôfeltételû méréseket párosával össze-
hasonlítottuk. Kiszámítottuk a két mozgás fázissíkbeli
távolságának változását. Kezdetben a kaotikus jelleg mi-
att mozgások távolodnak egymástól, késôbb a súrlódás
miatt ugyanahhoz a fixpont attraktorhoz tartanak, ezért
közelednek egymáshoz. A két fázissíkbeli pont közti tá-
volságot a szögkitérések és a szögsebességek különbsé-
gébôl (19. és 20. ábra ) számoltuk ki Pitagorasz tételé-
vel. Az 1. táblázat második oszlopában az indítástól a
két mozgás jelentôs eltávolodásáig eltelt idôt tüntettük
fel. Itt a mozgás még elôre jelezhetô. A harmadik osz-
lopban ettôl a pillanattól a két mozgás találkozásáig
eltelt idôt láthatjuk. Ez az idô több mint háromszorosa
az elôtte eltelt idônek. A fizikai kettôsinga mozgását
ezért tranziensen kaotikusnak mondhatjuk. Az inga ösz-
szes energiája a súrlódás és közegellenállás miatt csök-
ken. Ha pótolnánk az energiaveszteséget (külsô gerjesz-
téssel), akkor a kialakuló mozgás állandósult, vagyis
permanensen kaotikus lenne. A negyedik oszlop az el-
távolodás mértékét jelzô Ljapunov-exponensre tett
becslésünket tartalmazza. Ezt úgy kaptuk, hogy a fázis-

síkbeli távolság–idô grafikonok növekvô részére expo-
nenciális függvényt illesztettünk (21. ábra ). Ennek
alakja: Ae−λt, ahol λ a Ljapunov-exponens.

Továbbfejlesztési lehetôségek

Szeretnénk az inga alsó karjának mozgását is elemezni.
Ehhez azonban új technikára van szükség (pl. vektor-
szkópra). További feladat az inga súrlódásának csökken-
tése, esetlegesen különbözô méretû karokkal való vizs-
gálódás. Megoldható az is, hogy az inga felfüggesztését
periodikus gerjesztéssel mozgassuk. Szeretnénk az inga
szimulációs programját is megírni, annak futtatási ered-
ményeit összevetni a méréskor tapasztaltakkal. Ezek a
feladatok új kihívásokat jelentenek a diákköri kutató-
munkában.

Zárógondolatok

Vizsgálataink azt mutatják, hogy a káosz számtalan jelen-
ségben megmutatkozik körülöttünk. Olyan közismert
esetekben is, mint egy inga mozgása. Fontos lenne az
ilyen jelenségek feltételeinek tanulmányozása, a folyamat
leírása és dinamikájának megismerése. Amennyiben nem
kívánatos a kaotikus viselkedés megjelenése egy rend-
szerben, meg kell találni a módját, hogy külsô beavatko-
zásokkal a rendszert elôre jelezhetô mozgás felé tereljük,
vagy legalább meg tudjuk mondani, hogy egy adott rend-
szer viselkedése milyen körülmények között válik kaoti-
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kussá. Úgy érezzük, hogy megfigyeléseinkkel megtettük

1. ábra. Két azonos dôlésszögû, szemben álló lejtôn tökéletesen rugal-
masan pattogó golyó, légüres térben.

2. ábra. Szabálytalan alakú tál és a benne mozgó golyó.

az elsô lépéseket ebben az irányban. További feladatnak
tekintjük a módszer tökéletesítését és a vizsgálati jelen-
ségkör kiszélesítését.

Köszönetnyilvánítás

Köszönetünket fejezzük ki a bajai Szent László Általános Mûvelôdési
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MINDENTUDÁS AZ ISKOLÁBAN

A KÁOSZ

Vannak közöttünk, akik gyakran hallják a kérdést: mi ez
a káosz a szobádban? A hétköznapi szóhasználatban a
káosz térbeli, statikus rendezetlenséget jelent. A modern
tudomány szóhasználatban viszont a káosz a mozgás egy
fajtája, mely az iskolában tanult mozgásokhoz képest
szokatlan tulajdonságokkal rendelkezik. Meglepô módon
ez a mozgásfajta mégis igen gyakori.

Az alábbi – az egyszerûség kedvéért a mechanika terü-
letérôl vett – példák segítenek megérteni a jelenséget.

Egyszerû példák

Kettôs lejtôn pattogó golyó
A kaotikus mozgást mutató rendszerek közül talán a

legkézenfekvôbb a két szemben álló lejtô és a rajtuk
pattogó rugalmas labda által alkotott rendszer (1. áb-
ra ). A mozgást tetszôleges hosszú ideig követve (a lég-
ellenállást elhanyagoljuk) sem találunk semmilyen sza-
bályosságot, ismétlôdést. A kaotikus viselkedés abból
adódik, hogy a másik lejtôre való átugrás után a labda
rendszerint nem pattan vissza oda, ahonnét jött. Így ál-
landóan új helyzetek állnak elô, az azonos oldalon tör-
ténô, egymás utáni ütközések száma pedig olyan típusú
véletlen számsorozatot ad, mintha dobókockákkal állí-
tottuk volna elô!

Golyó mozgása szabálytalan edényben
Amikor egy golyót szabálytalan alakú tálba helye-

zünk, akkor mozgása meglehetôsen szabálytalan lesz,
mielôtt az edény aljának valamely pontjában megnyu-
godna (2. ábra ). A golyó megállása a súrlódás és a lég-
ellenállás következménye. Ha állandó energiabetáplá-
lást biztosítunk, s a disszipálódott energiát pótoljuk
(pl. az edényt vízszintes síkban lassan mozgó felületre
helyezzük), akkor ismét (tetszôlegesen) hosszú ideig
tartó szabálytalan, kaotikus mozgást kapunk. A súrló-
dásmentes esetben a mozgást az edény falának alakja
(mint potenciálgödör) határozza meg. Jól tudjuk, hogy
szabályos, forgásszimmetrikus edényben (mely centrá-
lis potenciálnak felel meg) nem alakulhat ki szabályta-
lan mozgás, hiszen az impulzusnyomaték megmaradá-
sa miatt a pályák egyszerûek. A szabálytalan esettel
kapcsolatos tapasztalatunk viszont azt mutatja: nem
gömb alakú napok körül a bolygópályák kaotikusak is
lehetnének!

Lengô ejtôgép
Tekintsünk egy kicsiny csigán átvetett fonállal össze-

kötött két tömegpontot (3. ábra ). A jól ismert középisko-
lai feladatban mindkét pont csak függôlegesen mozog-
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